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Resumo
Partindo da consideração da medição como um processo de interação entre
seus diversos componentes – como objeto medido, aparato de medição, ambiente,
observador –, o trabalho objetiva desenvolver um modelo dinâmico de medição
quântica de posição que reproduza a emergência de realidade e repouso verificados
nesse processo. Para isso, buscou-se um modelo efetivo no qual as diversas variáveis
envolvidas fossem consideradas como uma dependência temporal do Hamiltoniano
do sistema, como no caso clássico de um sistema com dissipação. O modelo escolhido
para estudo foi proposto inicialmente por Caldirola e posteriormente, de forma
independente por Kanai, denominado modelo Kanai-Caldirola (KC). A fim de se
verificar a emergência de realidade foi necessário discretizar os espaços de posição
e momento dado que a irrealidade escolhida para o desenvolvimento do trabalho,
proposta por Bilobran e Angelo, se aplica a espaços de dimensão finita. Dentro
desse formalismo discretizado, buscou-se recuperar os elementos julgados mais
importantes dentro da teoria tradicional contínua, como o princípio de incerteza dos
operadores de posição e momento canônico, e delimitar sua capacidade de atuação.
Foi encontrada uma fórmula analítica para o cômputo das irrealidades de posição e
momento de um pacote Gaussiano e pôde-se ainda identificar o que foi denominado
de complementaridade de elementos de realidade de observáveis incompatíveis, que
delimita uma quota mínima para a soma das irrealidades de posição e momento.
Esse último resultado foi comparado com casos similares encontrados na literatura
relativos a desigualdades para somas de entropias. Foi realizado o cômputo das
irrealidades para o caso de um pacote Gaussiano sujeito ao Hamiltoniano KC,
verificando-se a emergência da realidade promovida pela sua evolução. Além disso,
a partir da definição clássica de repouso e do postulado relativo ao processo de
medição, buscou-se definir um equivalente quântico de repouso e verificou-se que
este modelo consegue reproduzir tal efeito. Baseado na pré-medida de von Neumann,
o modelo do trabalho foi expandido considerando-se duas massas interagentes como
uma tentativa de reproduzir a interação entre aparato medidor e partícula medida.
Esse modelo se mostrou mais interessante que seu antecessor dado que, além da
realidade e do repouso, ele reproduz também o caráter estatístico da medição, o que
não se verifica ao se considerar apenas a partícula.
Palavras-chave: Fundamentos de mecânica quântica. Problema da medição.
Modelo dinâmico de medição.
Abstract
Starting from the consideration of measurement as a process of interaction
between its various components – as measured object, measuring apparatus, envi-
ronment, observer –, this work aims at developing a dynamic model of quantum
measurement of position that reproduces the irreversible emergence of reality and
rest in this process. To this end, an effective model is introduced which attempts to
implement the relevant aspects of the measurement process by means of an explicit
time dependence in the system Hamiltonian, as in the classic case of a system with
dissipation. The model chosen for study was initially proposed by Caldirola and
independently by Kanai, thus being referred to as Kanai-Caldirola (KC) model. In
order to verify the emergence of reality it was necessary to discretize the spaces of
position and moment given that the chosen measure of unreality for the development
of the work, proposed by Bilobran and Angelo, applies to spaces of finite dimension.
Within this discretized formalism, we tried to recover the most important elements
considered within the traditional continuous theory, such as the uncertainty principle
of the operators of position and canonical moment, and to delimit their capacity of
performance. An analytical formula was found for the computation of the uncertain-
ties for position and momentum of a Gaussian package and it was possible to identify
what was called complementarity of elements of reality of incompatible observables,
which delimits a minimum quota for the sum of the unrealities of position and
moment. This last result was compared with similar cases found in the literature
regarding inequalities for sums of entropies. The computation of the unrealities
was performed in the case of a Gaussian package subject to the Hamiltonian KC,
verifying the emergence of the reality promoted by its evolution. Moreover, from
the classical definition of rest and the postulate related to the measurement process,
we tried to define a quantum equivalent of rest and it was verified that this model
can reproduce such effect. Based on the von Neumann pre-measurement, the work
model was expanded considering two interacting masses as an attempt to reproduce
the interaction between the measuring apparatus and the measured particle. This
model proved to be more interesting than its predecessor since, in addition to reality
and rest, it also reproduces the statistical character of the measurement, which does
not occur when considering only the particle.
Keywords: Fundamentals of quantum mechanics. Measurement problem. Dynamic
measurement model.
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Costumamos atribuir às coisas propriedades que lhe seriam inerentes. Quando
nos referimos a alguma propriedade específica de determinado objeto na vida cotidiana,
ignoramos todo tipo de interação necessária para acessar a informação que a revela. Dessa
forma, atribuímos a propriedade, ou a informação de tal propriedade, ao objeto, utilizando
na estrutura da língua uma relação de posse entre este e aquela. Não somente no português,
mas em diversas das línguas modernas fazemos uso do verbo ter - e seus equivalentes em
outros idiomas - ao nos referirmos a essa relação: a mesa tem dois metros de largura. A
linguagem, sendo ela uma ferramenta essencial para nossa forma de conceber e traduzir o
mundo, nos revela bastante sobre nossas conclusões tácitas a respeito da realidade e de
cada elemento que a compõe.
Evidenciar essa questão revela nossa total desconsideração de que as propriedades
são na verdade fruto da interação de alguém que mede e algo que é medido. Um processo
dinâmico para a obtenção de determinada informação. Ao se medir uma mesa, por exemplo,
levamos ao encontro dela algum objeto com um comprimento de referência, como uma
régua. A aproximação que se faz promove interação entre todo o ambiente ao redor,
havendo correntes de ar, transferência de calor ou mesmo deformações da mesa e da régua.
Mesmo o ato de observar requer que fótons interajam com o objeto e com o observador
em um processo dinâmico. Evidentemente, tais interações são suficientemente pequenas
para que possam, de fato, ser ignoradas macroscopicamente.
David Bohm vai ainda mais longe nessa linha de pensamento, colocando em cheque
a fragmentação que fazemos entre a ação e os elementos que a compõem ao utilizarmos
as estruturas gramaticais recorrentes baseadas em sujeito-verbo-objeto [1]. Ele chega a
pensar uma outra estrutura na qual a interação desempenharia um papel mais importante
que aqueles desempenhados pelos elementos dessa interação, ou seja, em que o verbo teria
uma função primária em detrimento do sujeito ou do objeto. Uma das características dessa
estrutura é que nenhuma propriedade poderia ser atribuída às coisas, como costumamos
fazer, mas seriam o resultado da dinâmica em curso a cada instante.
Esse pensamento estava também presente nas ciências até o advento da teoria
Quântica no início do século XX. Até então, a realidade parecia ser totalmente descrita
pela mecânica Newtoniana e pela teoria eletromagnética de Maxwell, que regiam, respec-
tivamente, matéria e radiação, e a interação entre essas entidades eram explicadas pela
força de Lorentz. Essas teorias carregam as pressuposições costumeiras acerca da realidade,
não havendo qualquer incompatibilidade com o que se observa cotidianamente no mundo.
Ocorre, no entanto, que essas teorias eram incapazes de dar uma resposta satisfatória ao
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problema da radiação do corpo negro, o que foi feito a partir da suposição de Planck de
que a energia é quantizada, ou seja, assume apenas valores que sejam multiplos inteiros de
uma grandeza fundamental. Tal grandeza fundamental é o produto da frequência da onda
emitida pelo corpo, ν, e a constante de plank h.
A solução sugerida por Planck culminou no desenvolvimento de toda uma nova
teoria, a Mecânica Quântica, na qual contribuíram inúmeros físicos durante um longo
período da história. Diferentemente do que se tem cotidianamente, as interações necessárias
à obtenção das propriedades físicas não podem ser desconsideradas no universo quântico.
Nessas escalas, as interações são demasiado evidentes para que não sejam levadas em conta
e a consideração de que as propriedades são intrínsecas aos objetos se mostra geralmente
inválida. Nas palavras de Bohm:
As propriedades quânticas não podem ser ditas como pertencentes unica-
mente ao sistema observado e, de forma mais geral, tais propriedades não
têm nenhum sentido fora do contexto relevante em cada situação parti-
cular. [...] Na física clássica não importa o quanto a partícula observada
é fundamentalmente perturbada, suas leis fundamentais de interação se
mantém as mesmas. Por conta disso as propriedades básicas da partícula
podem ser vistas como intrínsecas não importa quão forte seja a interação.
Mas na teoria quântica tais propriedades podem somente ter sentido
dentro do contexto que seja relevante.
A medição ganha então um papel de destaque dentro da teoria quântica, sendo
responsável por várias das divergências de interpretação dessa teoria [2, 3], que, quase um
século depois do desenvolvimento da teoria, continuam a existir. Como dito por Mermin
[4]: "Novas interpretações surgem todos os dias. Nenhuma nunca desaparece". Na Ref. [5],
tem-se uma compilação de algumas das interpretações recorrentes.
Um dos principais problemas ocorre da emergência do que chamaremos mais à
frente de um elemento de realidade de determinada grandeza física, em outras palavras, de
como esse processo dinâmico produz propriedades bem definidas como as que observamos
cotidianamente. O que se tem em algumas interpretações é de que essa emergência se daria
pelo fenômeno do colapso [6, 7], no qual o estado a princípio indefinido do sistema seria
determinado de forma instantânea após o processo de medição de uma dada grandeza
física, denominada também de observável. Essa evolução se daria de forma aleatória e,
portanto, irreversível, visto que não seria possível construir o estado precedente a partir
de um estado dado. Surge daí um confronto entre a evolução reversível e determinista
prevista pela equação de Schrödinger para os estados quânticos e a questão de por que o
processo de medição seria necessariamente diferente de qualquer outro processo dinâmico
na natureza.
Discussões entre os pioneiros da teoria quântica levaram ao desenvolvimento da
interpretação de Copenhagen [8, 9, 10], na qual o colapso é um dos postulados da teoria.
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Seus defensores tentaram solucionar o problema a partir da suposição de que os aparelhos
de medição são necessariamente clássicos, não se sujeitando às previsões quânticas e sendo
um elemento externo a esta, e colocando o colapso como um dos postulados da teoria.
Apesar de dar uma resposta ao problema, essa filosofia levanta outra questão: qual seria o
corte? Quão grande deve ser o sistema para que ele se comporte de maneira clássica? A
falta de respostas para essas novas perguntas levou à busca de novas soluções.
Von Neumann foi o primeiro a propor um modelo dinâmico de medição inserindo
tanto o sistema medido quanto o aparato medidor em sua descrição [11], sendo o sistema
total fechado e composto dessas duas partes cuja interação e evolução se dá de forma
totalmente quântica. Diferentemente dos defensores da interpretação de Copenhagen, von
Neumann defendia a universalidade da teoria quântica, devendo também os aparatos de
medição se sujeitarem a ela. O rigor adotado por ele foi suficientemente bom para que sua
teoria de medição seja usada ainda hoje.
Já os pioneiros a discutir a natureza da realidade fornecida pela teoria quântica
foram Einstein, Podolsky e Rosen [12], levantando a questão de que a descrição fornecida
pela teoria poderia não ser completa. De acordo com eles, determinada quantidade física
teria um elemento de realidade associado a si somente quando fosse possível prevê-la sem
de forma alguma perturbar o sistema. No entanto, como argumentado aqui, no regime
quântico isso nem sempre será satisfeito. Um caso específico em que isso ocorre é após
uma medição, situação após a qual a grandeza física medida terá realidade bem definida.
Isso não será necessariamente verdadeiro para qualquer outro observável que não o que
foi medido, como ocorre entre a posição e o momento conjugado. Por conta do princípio
de incerteza, a realidade dessas grandezas são mutuamente excludentes: não se pode ter
realidade simultânea de ambas.
Uma das motivações deste trabalho é entender como pode ocorrer de a partícula
permanecer com a mesma posição no caso de sucessivas medições apesar de seu momento
canônico ser totalmente indefinido. Como pode, tendo seu momento um valor arbitrário,
a partícula permanecer em uma mesma posição entre as duas medições sendo este o
responsável pela translação do sistema? Pode-se dizer que esta partícula está em repouso
em relação a algum referencial? E qual seria a devida interpretação do momento canônico?
A fim de trabalhar essas questões, buscou-se um modelo matemático no qual a
partícula é levada dinamicamente a um estado bem definido de posição. O que se espera é
ver surgir desse modelo o elemento de realidade associado à posição ao mesmo tempo em
que se promove o repouso da partícula. A escolha final foi de fazer o estudo por meio de
um sistema efetivo fechado e dissipativo, no qual as variáveis externas à partícula serão
tratadas de forma equivalente à dinâmica em um meio viscoso, ou seja, a partir da adição
de dependência temporal no Hamiltoniano do sistema. Evidentemente não se espera que
esse modelo seja capaz de explicar todo o processo de medição, mesmo porque, se tratando
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de um modelo efetivo, muitas das informações são perdidas ao se simplificar um sistema
tão complexo. Porém, como no caso dos sistemas dissipativos clássicos, espera-se poder
extrair alguma intuição física a partir de um modelo consideravelmente mais simples.
O trabalho foi dividido de forma que o Capítulo 2 abordará os conceitos e o forma-
lismo matemático necessários para o desenvolvimento do que foi proposto. O formalismo do
colapso será abordado de forma mais rigorosa, bem como o modelo de medição desenvolvido
por von Neumann. Os conceitos de entropia e seu papel como medida de informação
também terão destaque, em especial para a posterior definição do elemento de realidade
proposto por Bilobran e Angelo [13].
O Capítulo 3 tem como objetivo adequar o modelo desenvolvido no capítulo
precedente ao uso dos conceitos de elemento de irrealidade. Para isso, foi necessário pensar
um processo de discretização dos espaços de posição e momento dada a impossibilidade
de aplicação direta em espaços contínuos dos conceitos definidos em espaços discretos.
Exige-se também o condicionamento de algumas das ferramentas matemáticas para o
caso de uma base dimensional, o que também é feito neste capítulo. Por fim, faz-se uma
discussão da complementariedade de elementos de realidade no caso da posição e do
momento, comparando com resultados similares encontrados na literatura.
O Capítulo 4 trará o modelo matemático escolhido. Será feita inicialmente uma
discussão teórica a respeito dos modelos efetivos com Hamiltonianos dependentes do tempo,
seguida das análises clássica e quântica. Por fim, serão levadas as questões trabalhadas
para o contexto do processo de medição, permitindo tratar diretamente os problemas
levantados. Argumenta-se sobre uma possível condição de repouso do sistema e aponta-se
a emergência de realidade, verificando uma melhor descrição do processo de medição a
cada complexidade adicionada ao sistema.
O trabalho é concluído apontando-se as perspectivas de pesquisas futuras e com
uma breve revisão dos resultados obtidos e das questões tratadas.
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2 Preliminares Teóricos
E de onde o tamanho do mundo se fazia maior, transclaro,
sempre com um fundo de engano, em seus ocultos fundamentos.
(Guimarães Rosa)
2.1 Formalismo Matemático da Mecânica Quântica
A teoria quântica é fundamentada em alguns postulados básicos que serão apresen-
tados em seguida. O número e conteúdo desses postulados são até certo ponto uma questão
de escolha ou de conveniência, podendo-se encontrar diferentes enunciações a depender da
referência que se tome.
Postulado 1. Atribui-se um espaço vetorial complexo dotado de produto interno (dito
espaço de Hilbert e denotado por H) a todo sistema físico isolado. O sistema é completamente
descrito pelo seu vetor estado |ψ〉, um vetor unitário pertencente ao espaço de Hilbert.
O produto interno neste espaço é denotado por 〈ψi|ψj〉, sendo a condição de
normalização escrita 〈ψ|ψ〉 = 1. Dois estados são ditos ortogonais quando 〈ψi|ψj〉 = 0 e
um conjunto {|ψi〉} ortonormal quando 〈ψi|ψj〉 = δij.
Tem-se ainda que a combinação linear de dois vetores é também um vetor desse
espaço, ou seja, para |ψ1〉, |ψ2〉 ∈ H tem-se que |ψ〉 = α|ψ1〉+ β|ψ2〉 ∈ H, com 〈ψ|ψ〉 = 1.
Um estado arbitrário pode então ser escrito como uma combinação linear de um conjunto





com os coeficientes ck dados por ck = 〈ψk|ψ〉. O número de elementos de um conjunto
completo e ortonormal é chamado dimensão do espaço, n, e corresponde ao limite do
somatório da combinação linear. Essa propriedade matemática traduz o princípio físico de
superposição.
Postulado 2. A evolução de um sistema quântico fechado é descrita por um operador
unitário. Ou seja, o estado |ψ0〉 num instante t0 está relacionado ao estado |ψ〉 num
instante t por meio do operador de evolução unitário U que depende apenas dos instantes
t0 e t:
|ψ〉 = U(t, t0)|ψ0〉. (2.2)
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|ψ〉 = H|ψ〉, (2.3)
sendo H o operador Hamiltoniano do sistema e ι2 = −1. A dinâmica de um sistema é
então totalmente conhecida caso se saiba o estado inicial e o Hamiltoniano responsável
por sua dinâmica.




U(t, t0) = HU(t, t0). (2.4)
Considerando a possibilidade mais geral em que o Hamiltoniano é dependente do tempo
e não comuta em tempos distintos, [H(t1),H(t2)] 6= 0, esse operador pode ser dado pela
série










dt2 · · ·
∫ tn−1
t0
dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn). (2.5)
Postulado 3. Todo observável físico é descrito por um operador linear e Hermitiano atu-
ante no espaço H e possui um conjunto completo de autovetores |an〉, também denominados
autoestados, com seus correspondentes autovalores an de forma que
A|ak〉 = ak|ak〉. (2.6)
Os únicos valores possíveis de se obter em uma medição de determinado observável físico
são seus autovalores ak.
Do fato de os operadores serem Hermitianos, está garantido que seus autovalores
são reais, podendo assim ser associados ao resultado de uma medição. O valor esperado
〈A〉 de um operador A para um dado estado |ψ〉 é dado por
〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉, (2.7)
e o desvio quadrático médio ∆A por
∆A =
√
〈A2〉 − 〈A〉2. (2.8)





onde Pk = |an〉〈an| é o projetor associado ao autoestado |an〉 e o limite do somatório
a dimensão do espaço sobre o qual A atua. Esses projetores satisfazem as relações de
hermiticidade, completeza e idempotência, respectivamente:
Pk = P †k , (2.10a)
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∑
k
Pk = 1, (2.10b)
PkPk′ = δk,k′Pk. (2.10c)
A nomeação de projetor para os operadores Pk advém da sua atuação em um estado
arbitrário, visto que ele o projeta no atoestado |ak〉 de A. De sua atuação resulta Pk|ψ〉 =
〈ak|ψ〉|an〉.
Postulado 4. Para um observável A de autoestados |ak〉 e autovalores correspondentes
ak, a probabilidade de se obter o valor ak na medição de um estado |ψ〉 é dada por
P(ak) = 〈ψ|Pk|ψ〉. (2.11)




Esse postulado coloca algumas questões de fundamental importância para a teoria
e para a motivação do trabalho. Primeiro, caso sejam realizadas medições sucessivas de
um mesmo observável A, a teoria prevê que serão obtidos sempre os mesmos valores
ak. De fato, a probabilidade de se obter ai quando o sistema se encontra no estado |ak〉
é P(ai) = 〈ak|Pi|ak〉 = |〈ai|ak〉|2 = δki, dado que os estados são ortogonais. Então a
probabilidade de se obter algum valor diferente de ak é nula, enquanto que a de se obter
ak é a unidade.
Tem-se ainda que o valor médio e o desvio quadrático de um operador para um
de seus autoestados são 〈A〉 = 〈ak|A|ak〉 = ak e ∆A =
√
〈ak|A2|ak〉 − 〈ak|A|ak〉2 = 0,
corroborando o fato de que o único valor possível de se obter é ak.
Segundo, essa transição se dá a princípio de forma instantânea e aleatória, indo
de encontro com a evolução unitária também postulada na teoria. São dois princípios
fundamentalmente diferentes pois, enquanto a evolução unitária fornece uma dinâmica
determinística e reversível, o processo de medição parece implicar uma transição de caráter
probabilístico e irreversível. Essa é uma das questões que compõem o problema da medição
na mecânica quântica, que será tratado com mais detalhes posteriormente.
Postulado 5. O espaço de um sistema composto é o produto tensorial dos espaços corres-
pondentes aos componentes desse sistema, H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗Hm, sendo m o número
de componentes.
Há ainda outra forma de postular os mesmos princípios, não por meio do vetor
estado, mas do operador densidade. Os formalismos são matematicamente equivalentes,
como será mostrado, mas este último fornece um ferramental mais adequado para tratar
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diversas situações recorrentes na mecânica quântica. A diferença fundamental entre esses
formalismos é que, diferentemente do vetor estado, o operador densidade pode não fornecer
toda a informação necessária para que se tenha uma descrição completa do estado físico.
Essa distinção pode ser exemplificada imaginando-se um cenário em que um físico
entrega a um aluno um elétron em um determinado estado físico cada dia da semana.
Digamos que fique combinado entre os dois que, dos sete elétrons a serem entregues, três
estarão com spin para cima e os outros quatro com spin para baixo. Ao fim da semana,
caso o aluno deseje descrever o estado que obteve na quarta-feira, ele não poderá fazê-lo
por meio de um vetor estado dado que ele não conhece totalmente o sistema físico que
possui. A melhor descrição possível nesse cenário, que inclui a ignorância do aluno quanto
ao estado, seria dizer que existe probabilidade 37 de que o estado seja de spin para cima e
4
7 de spin para baixo.
Essas probabilidades são, no entanto, meramente subjetivas uma vez que o físico
pode descrever o estado da quarta-feira com total conhecimento do mesmo e atribuir a ele
um vetor estado. Percebe-se então um caráter clássico dessas probabilidades, originadas
também de uma ignorância do sujeito quanto ao sistema e não de alguma propriedade
probabilística que lhe seja intrínseca. Matematicamente, denota-se o operador densidade
como ρ. No cenário tomado como exemplo, o estado seria descrito como
ρ = 37 | ↑〉〈↑ |+
4
7 | ↓〉〈↓ |. (2.13)
Essa forma é fundamentalmente diferente de uma superposição do tipo |ψ〉 =
√
3
7 | ↑〉 +√
4
7 | ↓〉. Para o estado (2.13) não se observa efeitos quânticos de interferência quando
medido o spin na direção z, por exemplo, indicando realidade desse observável. Além
disso, as probabilidades associadas ao operador densidade foram mostradas como sendo
meramente subjetivas, enquanto que a do estado |ψ〉 são inerentes ao seu caráter quântico.
Pode-se reformular o Postulado 1 atribuindo-se a cada estado físico um operador
densidade ρ, também denominado matriz densidade. Como se trata de um operador, tal





Nessa concepção, teríamos probabilidade rk de se obter o estado puro |rk〉. Esses estados
satisfazem determinadas propriedades como:
Hermiticidade
ρ = ρ†; (2.15)
Unitariedade
Tr[ρ] = 1; (2.16)
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Positividade:
〈ρ〉α = 〈α|ρ|α〉 ≥ 0, (2.17)
para todo |α〉 ∈ H.
Quando a combinação dada por (2.14) é composta de apenas um termo, ρ = |ψ〉〈ψ|,
o estado é dito puro e recupera-se o formalismo descrito inicialmente. Nesse caso temos
ρ2 = ρ, propriedade denominada idempotência, que implica Tr[ρ2] = 1. Pode-se mostrar
que, em caso de um estado que não seja puro, denominado estado misto, Tr[ρ2] < 1. Há
ainda os estados ditos maximamente mistos, dados por ρ = 1
n
, sendo n a dimensão do
espaço e 1 a identidade do espaço.
A evolução de um sistema isolado é dada também pela atuação de um operador
unitário dependente apenas dos instantes t0 e t, U(t, t0), de forma que
ρt = U(t, t0)ρ0U †(t, t0), (2.18)





= [H(t), ρ0], (2.19)
equivalente à equação de Schrödinger no formalismo de estados puros.
Os valores médios dos observáveis são calculados como




Da mesma forma que no caso anterior, os únicos valores possíveis de se obter ao medir
determinado observável são seus auto-valores, sendo as probabilidades de se obter o
autovalor on dada por
P(on) = Tr[Onρ], (2.21)
sendo On o projetor associado ao autoestado |on〉.
De maneira geral, em um sistema bipartido H = H1 ⊗H2, o estado logo após a
medição de um observável O = ∑n onOn atuante no subsistema representado por H1 e




= On ⊗ ρ2|on , (2.22)
sendo ρ2|on = Tr1(OnρOn)/pn o estado do subsistema H2. Vê-se novamente a repetibilidade
dos resultados para um mesmo observável, pois atuando-se consecutivamente com uma
medida de O obtém-se Con|O(Con|O(ρ)) = Con|O(ρ). Ocorre também a contradição entre
transição instantânea e aleatória de um estado ρ para o estado dado pela Eq. (2.22) e a
evolução unitária prescrita pela Eq. (2.19).
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2.2 Entropia de Estados Quânticos
Um conceito de fundamental importância no campo da teoria da informação é o
conceito de entropia. A ideia central desse conceito é medir a quantidade de incerteza
presente em um estado físico [14]. Por se tratar aqui de sistemas quânticos, essas incertezas
podem se originar por dois fatores distintos: uma incerteza clássica, uma ignorância que
o observador tem quanto ao sistema; e uma incerteza quântica intrínseco ao sistema,
irredutível.
No caso do formalismo quântico, uma das formas mais comuns de mensurar essa
grandeza é a partir da entropia de von Neumann, definida por
S(ρ) = −Tr[ρ ln ρ]. (2.23)




wk lnwk = SH(wk), (2.24)
com SH(wk) sendo a entropia de Shannon, relacionada aos sistemas clássicos. Apesar da
similaridade matemática e mesmo conceitual, não se deve esquecer que, por se tratar
de sistemas quânticos, a entropia de von Neumann carrega ambos os tipos de incertezas
presentes nesses sistemas, enquanto que a entropia de Shannon é capaz apenas de perceber
a incerteza de origem clássica.
Algumas das propriedades matemáticas fundamentais da entropia de von Neumann
são:
(i) Não negatividade. S(ρ) ≥ 0, ocorrendo a igualdade S(ρ) = 0 somente no caso
de ρ ser um estado puro.
(ii) Limitação superior. A entropia é limitada pelo valor lnn, sendo n a dimensão
do espaço H. Tal limite ocorre no caso de um estado maximamente misto, ρ = I/n, que
corresponde ao estado de máxima ignorância sobre o sistema.
(iii) Invariância sob transformações unitárias. S(UρU †) = S(ρ).
(iv) Concavidade. Tem-se, para pk > 0 e
∑





(v) Subaditividade. Para um estado bipartido ρAB, S(ρAB) ≤ S(ρA) +S(ρB), sendo
ρA = TrB ρAB e ρB = TrA ρAB e com a igualdade ocorrendo somente no caso em que o
estado for descorrelacionado, ρAB = ρA ⊗ ρB.
(vi) Desigualdade triangular. Ainda para um estado bipartido, a entropia satisfaz
S(ρAB) ≥ |S(ρA)− S(ρB)|.
(vii) Subaditividade forte. Para estados tripartidos, ρABC , tem-se S(ρABC)+S(ρB) ≤
S(ρAB) + S(ρBC).
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(viii) Teorema da entropia conjunta. Sendo pk probabilidades, |k〉 estados ortogonais











Por conta de suas duas primeiras propriedades é que lhe atribuída a interpretação
física de ignorância sobre o sistema. Como dito anteriormente, um estado quântico puro
representa a máxima informação que um observador pode ter sobre o sistema, situação na
qual a entropia se anula. Já no estado de máxima mistura a informação sobre o sistema
é mínima, situação na qual a entropia atinge seu valor máximo. Entre esses extremos,
a função toma valores intermediários proporcionais ao número de possíveis estados do
sistema, da mesma forma que a entropia termodinâmica usual.
Outra maneira de quantificar a entropia é por meio da entropia linear, escrita
SL(ρ) = 1− Tr ρ2. (2.26)
Como já mencionado anteriormente, Tr ρ2 = 1 para estados puros e Tr ρ2 = 1
n
para
estados maximamente misturados. Logo, como no caso da entropia de von Neumann, a
entropia linear também se encaixa na concepção de uma medida de ignorância do sistema
pelas mesmas razões. Essa grandeza é também usada como medida de pureza de estados
quânticos, questão que será desenvolvida posteriormente.
Apesar de partilharem conteúdo conceitual, elas não concordam quanto ao valor
numérico. De fato, o cômputo dessas quantidades nem sempre será equivalente, como é o
caso de um estado maximamente misto, para o qual SL = 1− 1/n e S = lnn. No entanto,
ambas trazem as mesmas informações quanto à pureza e à separabilidade do estado.
A conexão entre essas grandezas pode ser feita a partir da definição de uma entropia
generalizada, ou entropia-(q,s), introduzida por Hu e Ye [15] e definida como
S(q,s)(ρ) =
(Tr ρq)s − 1
s(1− q) , (2.27)
com q > 0, q 6= 1 e s 6= 0. Algumas propriedades como não-negatividade e concavidade
estão presentes nessa entropia assim definida. Dessa definição é possível obter, para s = 1,
a entropia de Tsallis:
S(q,1) =
(Tr ρq)− 1
1− q , (2.28)
a partir da qual tem-se a entropia linear quando q = 2, S(2,1)(ρ) = SL(ρ). No caso limite
de q → 1, S(1,1) recai, por sua vez, na entropia de von Neumann. Tem-se ainda, a partir
da entropia generalizada no caso limite em que s→ 0, a entropia de Rényi:
S(q,0)(ρ) =
ln Tr ρq
1− q . (2.29)
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A entropia generalizada não satisfaz, no entanto, algumas propriedades fundamen-
tais como a aditividade [16]. Por conseguinte, é sempre necessário recuperar alguma das
formas acima após o uso de (2.27). Essa forma generalizada pode, no entanto, facilitar
cálculos que seriam bastante complicados de se obter diretamente das formas específicas.
A entropia de von Neumann, por exemplo, pode ser bastante trabalhosa por exigir a
diagonalização do estado, o que nem sempre é viável. A entropia generalizada permite
ainda uma transição mais elegante entre as outras formas de entropia por conectá-las em
uma forma única.
O conceito de entropia permite reformular o princípio de incerteza de Heisenberg,




sendo ∆A e ∆B as incertezas associadas aos observáveis A e B, respectivamente. Sendo
A = ∑a a|a〉〈a| e B = ∑b b|b〉〈b| as decomposições espectrais de A e B, define-se a
fidelidade máxima entre os autovetores |a〉 e |b〉 como f(A,B) ≡ maxa,b |〈b|a〉|. Então a
generalização entrópica do princípio determina [17]







No caso de sistemas físicos compostos ou multipartidos, tem-se que o espaço de
Hilbert associado se decompõe em dois ou mais subsistemas e é dado pelo produto tensorial
destes: H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗Hn, cada espaço Hk correspondendo a um subsistema. Em
casos assim, outras propriedades dos sistemas quânticos podem ser percebidas, como
o emaranhamento. Para o estudo que segue, será considerado apenas o caso bipartido,
H = H1 ⊗H2.
Um estado puro é dito emaranhado quando não houver nenhum |ψ1〉 ∈ H1 e
|ψ2〉 ∈ H2 tal que o estado total do sistema |ψ〉 possa ser escrito como |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉.
Caso tais estados existam, o estado é dito separável. Ocorre dessa definição que, ao realizar
uma medida em apenas uma das partes, não somente o subsistema colapsa mas o sistema
como um todo. Isso implica, por sua vez, que os resultados obtidos da medição de um dos
subsistemas são influenciados por medidas realizadas no outro subsistema.
De maneira análoga, define-se um estado misto separável como o estado % que pode









com pk > 0 e
∑
k pk = 1. Tais estados apresentam correlações que, no entanto, podem ser
escritas por meio de probabilidades clássicas e, por conta disso, são consideradas correlações
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clássicas. Já um estado misto do tipo % = ρ(1) ⊗ ρ(2) não apresenta tais correlações, mas é
menos genérico que (2.32). Dada tal definição, diz-se que um estado misto é emaranhado
quando não pode ser escrito na forma de uma soma convexa, ou seja, não existem ρ(1)k , ρ
(2)
k







Não é simples, no entanto, dizer quando um estado arbitrário % é separável. Uma
vez que a definição é dada por meio da existência de um estado do tipo (2.32), seria
necessário encontrar uma soma convexa para o estado de interesse, o que pode não ser
nada óbvio. Pode acontecer ainda de o estado ser de fato emaranhado e todas as tentativas
de escrevê-lo como uma soma convexa seriam inúteis. Foi então necessário encontrar
formas mais simples de se afirmar quando um estado é de fato emaranhado ou mesmo de
quantificar esse emaranhamento.
Para estados puros e estados mistos de pequena dimensão já se conhece várias
ferramentas que permitem essa quantificação, enquanto que para estados mistos de grandes
dimensões ainda não se tem nenhum quantificador que cumpra o papel de maneira
satisfatória [18].
Para o caso de estados puros, a entropia pode desempenhar o papel de uma medida
de emaranhamento, e, além de ser bastante conhecida na literatura [19, 18], é a ferramenta
escolhida na sequência do trabalho. Define-se a entropia de emaranhamento para um estado
puro % atuando em H = H1⊗H2 como E(%) = S(ρ(1)), com ρ(1) = Tr2 % e S(ρ(1)) = S(ρ(2)).
2.4 O Problema da Medição
O problema da medição trata da emergência das propriedades clássicas a partir da
teoria quântica descrita até então. São levantadas questões como, por exemplo, por que não
se observa no dia a dia estados superpostos permitidos pelos espaços de Hilbert ou como
se dá a interação do sistema a ser medido com o aparato medidor e o colapso do estado
descrito anteriormente. A própria formulação do problema é, no entanto, problemática,
o que torna difícil sua definição já de partida [20, 21]. Isso acontece pela vastidão de
possíveis interpretações dentro da Mecânica Quântica, que levam a diferentes pontos de
vista sobre o problema [2, 3]. Há mesmo vertentes dentro da física que não consideram
existir qualquer problema de medida [22, 23], enquanto outros afirmam acreditar que esta
é uma questão fundamental a ser trabalhada pela ciência do nosso tempo [24].
Uma tentativa de esquematizar esse problema foi feita por von Neumann [11]. Nesse
esquema, foi considerado um espaço total composto pelos espaços do sistema a ser medido
(S) e sistema ou aparato medidor (A): Hn×m = HnS ⊗HmA , com n e m a dimensão de cada
um dos espaços. Supondo que o sistema esteja em uma superposição |α〉 = ∑k αk|sk〉,
sendo cada |sk〉 (k = 1, ..., n) um vetor de base de HnS , e o aparato em um estado |ϕ〉, o
estado total é descrito pelo produto tensorial dos estados em cada subsistema e evolui de
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acordo com






αk|sk〉 ⊗ |ϕk〉, (2.33)
onde cada |ϕk〉 é um estado em HmA correlacionado ao estado |sk〉 em HnS , a partir do qual
pode-se definir o estado do sistema a ser medido a partir do resultado obtido no sistema
medidor, como um ponteiro. O sistema total, que num instante inicial é separável, torna-se
emaranhado à medida que os subsistemas interagem entre si, ampliando a superposição
antes contida apenas no sistema a ser medido para o conjunto total e correlacionando os
estados |sk〉 e |ϕk〉.
A dinâmica descrita por (2.33) é denominada na literatura de pré-medida de von
Neumann e, por si só, não é suficiente para descrever o processo de medida. De fato, o lado
direito da equação apresenta uma superposição de estados do aparato, o que, sem a devida
interpretação ou algum processo físico adicional como o colapso, não permite definir qual
é a posição do ponteiro de fato obtida em uma medida. A partir da pré-medida é possível
enunciar as duas partes do problema da medição, que tratam da não observação de efeitos
quânticos macroscopicamente (transição quântica-clássica) e da redução do estado (ou
colapso da função de onda).
O primeiro problema é resultado da não unicidade da escolha da base a partir da
qual se descreve o estado final do aparato emaranhado ao sistema a ser medido, ou seja, a




αk|sk〉 ⊗ |ϕk〉 =
∑
k
α′k|s′k〉 ⊗ |ϕ′k〉 =
∑
k
α′′k|s′′k〉 ⊗ |ϕ′′k〉 = · · · . (2.34)
A existência de uma base preferida não pode então ser explicada pelo estado final do
sistema pois não há nenhuma razão que justifique a saída |sk〉⊗|ϕk〉 ao invés de |s′k〉⊗|ϕ′k〉.
Além disso, na forma em que é escrita, a pré-medida de von Neumann não im-
possibilita que o resultado de um processo de medição seja uma superposição do tipo
|sk〉⊗ |ϕk〉+ |si〉⊗ |ϕi〉. Da mesma forma, podendo haver superposição dos estados, deveria
também ser possível de se observar padrões de interferência no aparato medidor. Isso no
entanto não é verificado experimentalmente, o que se tem são sempre valores físicos bem
definidos como resultado de uma medição.
O segundo problema consiste em saber como se dá a transição entre o lado direito
de (2.33) e o estado final do sistema |sk〉 ⊗ |ϕk〉. Qual seria o processo que seleciona
tal estado? Nesse ponto as interpretações divergem drasticamente, não havendo ainda
nenhuma resposta satisfatória para o problema. A interpretação ortodoxa determina a
existência do colapso, que, como já comentado, vai de encontro à evolução unitária e
determinista também postulada nessa teoria.
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A contradição entre as duas evoluções prescritas no formalismo são ainda mais
contrastantes no cenário de dois observadores pensado por Everett. Um desses observadores,
Bob, está dentro de um laboratório realizando um processo de medição e o outro, Alice,
fica do lado de fora. Para Bob, o sistema total é formado pelo aparato e pelo sistema a ser
medido, enquanto que para Alice o sistema total inclui, além do aparato e do sistema a
ser medido, Bob. Ao ser efetivada a medida, Bob dirá que seu estado colapsou, sofrendo
a transição aleatória para seu estado final dada por (2.22). Para Alice, que não realizou
nenhuma medida, o sistema deve continuar evoluindo de forma unitária. A questão é, como
podem dois observadores descreverem um mesmo processo físico de formas completamente
diferentes? Se o estado de Alice evolui unitariamente e deterministicamente, como pode
ter sofrido uma transição aleatória do ponto de vista de Bob?
O primeiro problema já é considerado como resolvido pelo processo da descoerência
cuja formulação foi desenvolvida inicialmente por Zeh [25, 26, 27]. A principal contribuição
da descoerência no desenvolvimento da dinâmica da medição foi considerar como aberto o
sistema composto por aparato e sistema medido pois, dado o caráter macroscópico daquele,
seria impossível o tratamento sem considerar também o ambiente que os cerca.
Seguindo o mesmo pensamento de von Neumann, o ambiente foi incluído como parte
do sistema total e a evolução desses três estados resulta em um estado final emaranhado e
é dada da seguinte forma






αk|sk〉 ⊗ |ϕk〉 ⊗ |Ek〉. (2.35)




αi|si〉 ⊗ |ϕi〉 ⊗ |Ei〉
)∑
j










j |si〉〈sj| ⊗ |ϕi〉〈ϕj| ⊗ |Ei〉〈Ej|, (2.36)
onde o segundo somatório são os termos fora da diagonal principal, responsáveis pelos
efeitos quânticos como a interferência.
O argumento da descoerência é de que, ao se fazer uma medição, não se leva em
conta o efeito do ambiente e o mesmo é desprezado na descrição, o que matematicamente
é feito pelo traço parcial desse sistema e tem como resultado um sistema quântico aberto.
Ou seja, o estado ao qual se tem acesso é dado por
ρSA = TrE % =
∑
i=j









|αi|2|si〉〈si| ⊗ |ϕi〉〈ϕi|, (2.37)
sendo a segunda igualdade resultado da ortonormalidade dos autoestados do ambiente.
Percebe-se que o estado ρSA é uma mistura estatística de estados puros, com probabilidade
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|αi|2 de se obter o estado |si〉〈si|⊗|ϕi〉〈ϕi|, não havendo mais nenhum termo de interferência
nem sendo possível obter uma superposição como resultado de uma medida. O problema
da base preferida também é dado como explicado pelo processo de descoerência porém
exige uma maior elaboração, motivo pelo qual não será desenvolvido aqui. Na Ref. [27]
pode-se encontrar o desenvolvimento de forma bastante detalhada.
Apesar de ter sucesso em explicar o primeiro problema, a descoerência não é
capaz de dar uma solução ao segundo. As saídas das medições continuam tendo caráter
probabilístico e com uma dinâmica de colapso ainda contradizendo a outra forma de
evolução dada pelas equações (2.3) e (2.19).
2.5 Elementos de Realidade e Medida de Irrealidade
Desde o célebre artigo de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [12], vem-se tentando
definir uma noção de realidade dentro da física. Nesse trabalho, publicado em 1935 e titulado
"Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete", os
autores definem os conceitos de completeza e realidade como:
(a) Completeza EPR - Todo elemento de realidade física deve possuir um corres-
pondente na teoria;
(b) Elemento de Realidade EPR - Se, sem perturbar o sistema, for possível prever
com certeza (com probabilidade igual a um) o valor de uma quantidade física, então existe
um elemento de realidade física correspondente a esta quantidade física.
Ainda nesse capítulo foi mostrado que um estado sobre o qual foi realizado uma
medida, escrito Ca|A(ρ) para uma medida de A com saída a, é possível prever com certeza o
resultado de uma outra medida do observável A, visto que Ca|A(Ca|A(ρ)) = Ca|A(ρ). Ou seja,
sempre teremos o mesmo resultado para medidas consecutivas de um mesmo observável,
sendo então possível prever com probabilidade unitária o valor dessa quantidade física.
Ocorre, no entanto, que esse cenário é válido apenas quando um mesmo observável
A é medido consecutivamente. Caso se deseje medir B, não haverá necessariamente um
Elemento de Realidade EPR associado à grandeza física.
No decorrer do trabalho será utilizada a definição de elemento de realidade desen-
volvida por Bilobran e Angelo [13], baseado em um protocolo tomográfico ilustrado na
Figura 1. Para descrever esse protocolo considera-se um estado composto de n partições,
n podendo se referir a n partículas em uma dimensão ou uma única partícula com n
graus de liberdade, que é dado a um observador. Esse observador deve, a partir da realiza-
ção de quantas medições forem necessárias em qualquer observável desejado, descrever
completamente o estado ρ, pertencente ao espaço H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗Hn, a ele dado.
Em seguida a mesma tarefa lhe é designada, porém com a realização de uma medida
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Figura 1 – (a) A preparação ρ é determinada via tomografia. (b) Apos a preparação, o
observável O1 é medido pelo agente externo, tornando-se real antes da tomografia, a qual
fornece o mapa ΦO1(ρ). Se ΦO1(ρ) = ρ, então a medição apenas revela um elemento de
realidade pré-existente. Figura retirada da Referência 13.
por um agente externo, e sem o conhecimento do observador, de um observável O1 de
projetores On e autovalores on satisfazendo (2.9) e (2.10) atuando no espaço H1. Essa
segunda etapa é similar ao exemplo usado para introduzir o conceito de matriz densidade
e no qual um físico entrega a seu aluno um estado a cada dia da semana, pois tanto o
aluno quanto o observador têm ignorância quanto a um estado totalmente conhecido por








p1onO1n ⊗ ρ2|on , (2.38)
sendo ρ2|on = Tr1(O1nρO1n)/p1on o estado do sistema após a medida com saída o e
p1on = Tr(O1nρO1n) a probabilidade de tal saída. O estado ΦO1 em (2.38) escreve o
procedimento de medições realizadas pelo agente externo e não lidas pelo observador.
A partir do critério de EPR, pode-se dizer que nesse segundo cenário existe um
elemento de realidade associado a O1. Isso porque é possível, para o agente externo, prever
o resultado de uma medição desse observável. Para o observador, no entanto, não existe
tal possibilidade uma vez que ele desconhece as medições que foram realizadas, o que
permite ao cenário total ir além da definição de EPR pois foi adicionada uma ignorância
subjetiva quanto ao estado. Apesar da (2.38) não permitir a previsão do resultado de uma
medição de O, isso não implica que seu valor já não esteja definido previamente, indicando
que pode haver um elemento de realidade sem que seja possível predizer o resultado da
medição.
A ignorância subjetiva do observador é representada pelas probabilidades p1o.
Quando se tem ΦO1(ρ) = ρ, o observador encarregado de descrever o estado deve concluir
que já havia previamente um elemento de realidade associado a O1, sendo que suas medidas
não definiram mas apenas revelaram uma realidade preexistente.
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Dito isso, pode-se definir o elemento de realidade tendo incluída a ignorância
subjetiva quanto ao estado como:
Elemento de Realidade Bilobran-Angelo (BA) - Um observável O1 =
∑
o oP1o, com
projetores P1o = |o〉〈o| agindo sobre H1 é real para uma dada preparação ρ ∈ ⊗ni=1Hi se e
somente se
ΦO1(ρ) = ρ. (2.39)
A partir do critério de realidade acima, é possível definir também a irrealidade de
um observável O1 para uma preparação ρ ∈ H como
I(O1|ρ) ≡ S(ΦO1(ρ))− S(ρ), (2.40)
onde S(ρ) é a entropia de von Neumann. Essa grandeza informa quão distante um estado
ρ está de um estado com realidade definida, ou seja, quão irreal é esse estado. Essa medida
é não negativa, I(O1|ρ) ≥ 0, pois a atuação de um para Φ nunca reduz a entropia do
sistema [17], e a igualdade ocorre somente no caso ΦO1(ρ) = ρ, ou seja, quanto ρ for
real. Deve-se ressaltar que essa medida não depende somente do estado, mas também do
observável de interesse, sendo plenamente possível obter estados para os quais determinado
observável é real enquanto outro é irreal. Apesar de ser definida em termos da entropia
de von Neumann, é possível que sejam utilizadas outras definições de entropias a fim de
tornar o desenvolvimento matemático mais simples.
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3 Medida de Irrealidade de Posição e Mo-
mento
Esse capítulo tem por objetivo o cálculo das irrealidades de posição e momento, para
o qual é necessário realizar uma discretização dos respectivos espaços. A sequência consiste
na apresentação dos princípios básicos da discretização e suas consequências seguida do
estudo de alguns casos particulares – autoestado de momento e o estado Gaussiano – e da
definição e cômputo das irrealidades. O formalismo discretizado desenvolvido aqui e suas
consequências formam uma das partes originais da dissertação.
3.1 Espaços Discretizados
O formalismo descrito no Capítulo 2 é válido para espaços de Hilbert discretos, de
base finita. A extensão para um espectro contínuo requer certos cuidados matemáticos
e há aspectos da teoria discreta que não se aplicam no caso contínuo. Valores esperados


















sendo Ψk(q) ≡ 〈q|ψk〉 a função de onda correspondente ao estado |ψk〉.
Apesar de haver generalizações de determinados conceitos para o caso contínuo,
questões como elemento de realidade e entropia ainda não têm respostas satisfatórias. A
proposta de Elemento de Realidade requer, em sua definição, a existência de projetores
para o observável de interesse. Tais projetores, no entanto, não podem ser definidos no
caso de espaços de Hilbert contínuos. De fato, caso se deseje tentar definir um projetor
para o operador posição Q do tipo Π = |q〉〈q|, tem-se a seguinte limitação:
ΠΠ′ = |q〉〈q|q′〉〈q′| = δ(q − q′)|q〉〈q′| =
 0 se q 6= q
′,
∞ se q = q′;
(3.3)
o que não satisfaz a propriedade de idempotência, Π2 = Π, característica dos projetores.
Existem também problemas associados à definição da entropia no caso contínuo
[28]. Caso se deseje, a partir de (2.23), derivar um equivalente contínuo, verifica-se que
tal entropia não será sempre positiva e pode ainda assumir valores infinitamente grandes
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[29]. Valores negativos e infinitos impossibilitam a interpretação da entropia como uma
grandeza de incerteza, inviabilizando seu uso.
Para que se torne possível o desenvolvimento do método até então descrito no espaço
das posições, propõe-se discretizá-lo. Nesse processo, o produto interno dos autoestados de






Πj = δq|qj〉〈qj|, (3.5)
onde δq é a divisão desse espaço, que deve ser real e positivo e limitado (pequeno). Este é
o parâmetro ajustável do modelo discretizado.
Nessa forma, os projetores satisfazem as propriedades esperadas:
ΠiΠj = δijΠj, (3.6a)
Lq∑
j=−Lq
Πj = 1; (3.6b)
sendo Lq o limite do somatório, que está relacionado à dimensão do espaço discreto, e virá
a ser determinado posteriormente como função de δq.











com Ψ(qj) ≡ 〈qj|ψ〉 uma função discreta na variável qj . A discretização do espaço permite
escrever tal variável na forma qj = δqj, com j inteiro.





que permite a definição de projetores
Ξj = δp|pj〉〈pj|, (3.9)
onde δp é uma escala mínima de momento, que deve ser real e positiva.











com Φ(qj) ≡ 〈pj|φ〉 uma função discreta na variável pj e Lp também a ser determinado
posteriormente.
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3.2 Dinâmica Discreta
A verificação de que esses espaços mantém certas propriedades é fundamental.
Partindo das ideias já consolidadas [30], toma-se o momento como o operador responsável
pelo processo de translação,




com T (δq) satisfazendo
T (δq)|qj〉 = |qj + δq〉 = |qj+1〉. (3.12)
Nessa forma, com P Hermitiano, a translação satisfaz as propriedades esperadas
quando, se presentes, desconsideramos efeitos de segunda ordem:
T (−δq) = T †(δq); (3.13a)
T †(δq)T (δq) = 1; (3.13b)
T (δ′q)T (δq) = T (δ′q + δq); (3.13c)
lim
δq→0
T (δq) = 1. (3.13d)
Outra propriedades fundamental satisfeita é a comutação:
[Q, T (δq)] = δq. (3.14)
De fato:
QT (δq)|qj〉 = Q|qj + δq〉 = (qj + δq)|qj + δq〉; (3.15)
T (δq)Q|qj〉 = qjT (δq)|qj〉 = qj|qj + δq〉 (3.16)
e [
QT (δq)− T (δq)Q
]
|qj〉 = δq|qj + δq〉 ≈ δq|qj〉, (3.17)
onde o erro associado à aproximação é de segunda ordem. Como a propriedade é verdadeira
para quaisquer estados de posição, e estes formam um conjunto completo, tem-se a
igualdade na comutação expressa por (3.14). Essa propriedade implica, por sua vez,
[Q,P ] = ι~. (3.18)
Partindo da definição de momento como gerador de translação, é possível determinar
como será sua representação no espaço das posições:
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Comparando os termos, conclui-se que




O momento é, nessa descrição, como uma derivação discreta em q. No caso limite δq → 0,
tem-se a definição usual do momento como a derivada contínua em q.
3.3 Autoestados de Momento
Atuando com o operador momento e um elemento de base de posição em um
autoestado de momento, tem-se a igualdade
〈qj|P |pi〉 = −ι~
〈qj + δq|pi〉 − 〈qj|pi〉
δq
= pi〈qj|pi〉. (3.21)








































Logo, a forma proposta satisfaz, a menos de erros de segunda ordem e do fator de





















~ (qi−qj) = δij
δq
, (3.25)








































) = 0. (3.27)
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Já para m = j(2n+ 1), a expressão é, a princípio, indeterminada. Esse problema pode ser
contornado utilizando o limite em que m→ j(2n+ 1) a partir da regra de l’Hôpital ou a




cos(kx) = 1 + 2
n∑
k=1
cos(2jkπ) = 1 + 2n, (3.28)







 2n+ 1 se m = k(2n+ 1),0 se m 6= k(2n+ 1); (3.29)
implicando que esse somatório converge para uma soma infinita de deltas de Kronecker
de espaçamento k(2n+ 1) quando normalizado pelo fator 2n+ 1. Pode-se escrever então,
dividindo-se a igualdade por 2n+ 1 e tomando-se m = i− j e
















Analisando-se o primeiro termo de (3.31), é possível associar ao parâmetro ξ a
interpretação de dimensão do espaço dos momentos, visto que a identidade desse espaço
será composta por ξ termos. Além disso, esse termo tem relação direta com ambas as
resoluções δq e δp. Esse espaço será então limitado, com dimensão finita, desde que as
resoluções sejam diferentes de zero.
No entanto, a forma encontrada ainda não se relaciona diretamente com a identidade
(3.25). Para isso, é necessário notar que a mesma conclusão sobre o parâmetro ξ se aplica
igualmente no espaço de posições. Assim sendo, ambos os espaços estarão limitados pela
mesma quantidade. Sendo o espaço de posições limitado, os possíveis valores de m em
(3.29) e (3.31) se restringem aos limites −2n e 2n, visto que estas são as maiores diferenças
i− j, com i, j ∈ [−n, n], sendo n = ξ−12 .














~ (qi−qj) = ξδm,0 = ξδij; (3.33)
i, j ∈ [−n, n].
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A convergência para o contínuo de cada um dos espaços está condicionada aos
dois parâmetros δq e δp, e ocorrerá quando δq, δp → 0. Nesse caso, o somatório dado pela












′) = 2π~ δ(q − q′). (3.36)
As outras aproximações convergem de forma semelhante no limite indicado. É interessante
perceber que a convergência de cada um dos espaços está condicionada à convergência do
outro. Seria impossível, nessa descrição, ter um espaço contínuo nas posições e discreto
nos momentos.
Para estados arbitrários, é possível conectar as funções nos espaços de posição e


















dqΨ(q − q̄) |q〉 =
∫ ∞
−∞






para o qual se mostra que
〈Q〉 = q̄, ∆q =
√
〈Q2〉 − 〈Q〉2 = ∆q,
〈P 〉 = p̄, ∆p =
√
〈P 2〉 − 〈P 〉2 = ~2∆q .
(3.39)
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No formalismo discretizado, introduzindo-se ∆ = ∆q/δq, qk = δqk e q̄ = δqk̄, a Eq.













sendo N a constante de normalização, que pode ser determinada impondo-se 〈ψ|ψ〉 =∑





















onde ϑ3(z, q) =
∑∞
k=−∞ q
k2e2kiz, com z ∈ C, denota a função theta de Jacobi. A aproxi-
mação será tão boa quanto forem os termos somados à série. Somando-se 500 termos, o
erro percentual cometido é da ordem de 10−15 para ∆ = 5 e 10−7 para ∆ = 40 (avalia-
ções numéricas conduzidas no Mathematica). É possível verificar também por avaliações














se 0 6 ∆ < 1,
θ1(∆) ≡
√
2π∆2 se ∆ > 1.
(3.43)
A primeira fórmula nasce da expansão em série de Taylor de θ(∆) até segunda ordem de

































dν δ(ν) = 1.
(3.44)







para todo ∆ > 0, sendo que este erro é cometido na interface ∆ = 1 e
pode ser reduzido adicionando-se outros termos na expansão em série de Taylor de θ(∆).
Pode-se ainda, compor analiticamente os domínios de ∆ através da soma convexa
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a qual, obviamente, será também uma aproximação excelente.
Alguns cálculos foram conduzidos a fim de se avaliar a formulação discreta. Valendo-
se novamente das variáveis ∆q e qk e desprezando-se os termos a partir da segunda ordem





















































































p̄+ ι~2qk + δq4∆2q
)2Ψk. (3.47)
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Diferentemente do caso contínuo, a incerteza na posição não será sempre a largura da
gaussiana, denotada aqui ∆q. Como pode ser visto na Figura 2, para larguras menores
que a resolução δq do espaço, a incerteza associada vai rapidamente a zero, indicando que
o formalismo é insensível a incertezas suficientemente pequenas. Esse mesmo resultado










































) , 0 < ∆ < 1. (3.56)
Percebe-se da expressão que, para ∆ pequeno, a incerteza vai de fato a zero.
Figura 2 – Incerteza na posição de um estado gaussiano no formalismo discreto.
Esse efeito impõe uma limitação à aplicação dessa teoria. Observando-se o produto
das incertezas ∆Q∆P na figura 3, vê-se que no regime ∆ < 1 o princípio da incerteza é
violado. Isso porque a incerteza em Q vai extremamente rápido a 0, não sendo acompanhada
por um crescimento igualmente rápido na incerteza do momento. Então, por mais que
existam soluções analíticas nesse regime, tais soluções não são fisicamente válidas. Dito
isso, o trabalho que se segue vai se limitar sempre aos regimes fisicamente possíveis.
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Figura 3 – Produto das incertezas ∆Q e ∆P para um estado gaussiano no formalismo
discretizado.
É interessante verificar também a capacidade desse formalismo no espaço dos




























também aproximando-se a soma em k por uma soma infinita. Essa aproximação é impor-
tante para que sejam válidas algumas propriedades [31] da função theta de Jacobi que






































log q cosh 2kπzln q
)
. (3.59)
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onde se vê a relação direta com uma gaussiana de centro p̄ e variância ~√2∆q . Para j ∈ [−n, n],
a expressão encontrada para 〈pj|ψ〉 se aproxima bastante bem de uma gaussiana.
3.5 Medida de Irrealidade
A partir da discretização dos espaços de momento e posição, é possível definir o
mapa Φ dado por (2.38) com os operadores desses espaços. O cômputo dessa grandeza no





com Πk = δq|qk〉〈qk| e k ∈ [− ξ−12 ,
ξ−1
2 ].
Assim definido, e para δq > 0 e |ψ〉 arbitrário, o mapa satisfaz as propriedades
esperadas:
Tr ΦQ(ρ) = Tr ρ, (3.62a)
Φ†Q(ρ) = ΦQ(ρ), (3.62b)
〈ψ|ΦQ(ρ)|ψ〉 ≥ 0. (3.62c)
A definição de elemento de realidade também se mantém a mesma. Dado um estado
























δq|qk〉〈qk|pk = ρ. (3.65)
Além disso, para o formalismo discreto, medições consecutivas também preservam a
realidade pré-existente
ΦQ2(ρ) = ΦQ(ΦQ(ρ)) (3.66)
























ΠkρΠk = ΦQ(ρ). (3.69)
A operação de traço de um operador também deve ser adaptada para que se





que permite calcular a entropia de von Neumann como
S(ρ) = −Tr(ρ ln ρ) = −
∑
k
δq〈qk|ρ ln ρ|qk〉. (3.71)
Por fim, o quantificador de irrealidade mantém-se como definido anteriormente,
levando-se em conta as alterações no traço e, consequentemente, na entropia assim como
as alterações do mapa Φ produzidas pela definição dos operadores de posição:
I(Q|ρ) = S(ΦQ(ρ))− S(ρ). (3.72)
Irrealidade de Estados Puros































sendo esse resultado uma consequência da propriedade de idempotência dos estados puros:
ρ2 = ρ.
Irrealidade de um Estado Uniforme
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onde ∆ ≡ ∆q/δq e ψk = ψ(qk). Por cálculo direto mostra-se que em ambas as versões


















Via equação de autovalores ΦQ(ρ)|k〉 = 1∆ |k〉 o cálculo da entropia de von Neumann produz















= ln ∆. (3.76)
Porque o estado do sistema é puro, ele é também idempotente, ou seja, ρ2 = ρ em
qualquer uma de suas versões (contínua ou discretizada). Segue disto que S(ρ) = 0. Logo,
a irrealidade do estado vale
I(Q|ρ) = S(ΦQ(ρ))− S(ρ) = ln ∆. (3.77)
Informalmente falando, vemos que, assim como a entropia, a irrealidade do estado está
diretamente relacionada com a largura do mesmo.
Irrealidade de um Estado Gaussiano
O estado com elemento de realidade para Q é calculado como na seção anterior e
resulta em ΦQ(ρ) =
∑
k δq |ψk−k̄|2 |k〉〈k| com relação de autovalor ΦQ(ρ)|k〉 = |ψk−k̄|2|k〉.
Juntamente com a identidade N
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A partir das fórmulas aproximadas (3.43) obtém-se
S(ΦQ(ρ)) ∼=

















se ∆ > 1.
(3.79)
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A comparação desta fórmula aproximada com o resultado numérico exato produziu erros
percentuais menores que 0,25% e 10−5% nos respectivos domínios 0 6 ∆ < 1 e ∆ > 1,
o que atesta o considerável êxito desta abordagem. É digno de nota que a fórmula da
entropia para o domínio ∆ < 1 está em pleno acordo com o reportado na Ref. [28] para a
entropia contínua de uma distribuição Gaussiana.
Para um autoestado de posição % = δq|k̄〉〈k̄| temos que S(%) = 0. Espera-se
que o estado ΦQ(ρ) tenda a %, e portanto que S(ΦQ(ρ)) → 0, quando ψk−k̄ for uma
distribuição suficientemente localizada. Uma análise numérica do resultado (3.79) mostra
que S(ΦQ(ρ)) < 3, 73 × 10−3 para ∆ < 1/
√
2πe, ou seja, ∆q < δq/
√
2πe. Do ponto de
vista do processo de discretização, é bastante razoável que um desvio quadrático médio
como δq/
√
2πe seja considerado o de um estado puro efetivo (localização máxima), pois:
∆q = δq →
∫ δq/2
−δq/2





















Aqui, erf denota a função erro. Claramente, no segundo caso a maior parte da densidade
de probabilidade está localizada no intervalo δq, o que produz uma alusão mais apropriada
à noção de autoestado de Q. No entanto esse regime se encontra em ∆ < 1, no qual o
princípio de incerteza é violado para uma Gaussiana. A localização máxima permitida
pela discretização ocorre, então, no caso ∆q = δq.
Restringindo-se ao domínio fisicamente interessante de ∆, qual seja, ∆ > 1, somente




permanece válida, o que a
elege, então, como uma aproximação simplificada conveniente para a entropia do estado







Fica claro que o parâmetro de δq não é crucial para a definição da irrealidade, mas sim o
quão deslocalizado é o pacote Gaussiano em relação a esta resolução. Em particular, em
situações em que o interesse está na variação da irrealidade, teremos que






fórmula que independe da resolução δq e vale, por exemplo, para os problemas de uma
partícula livre ou de um oscilador harmônico com dissipação preparados em estado
Gaussiano. Nesses casos a entropia e, consequentemente, a irrealidade serão também
funções do tempo. Como no espaço dos momentos o pacote pode ser aproximado de forma
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satisfatória por um estado Gaussiano, obtemos











3.6 Complementaridade de elementos de realidade
Nesta seção, utilizaremos ∆q ≡ ∆q/δq e ∆p ≡ ∆p/δp para as incertezas adimensi-
onais e não mais para as larguras dos pacotes de onda em cada espaço, como na seção
anterior. ∆q e ∆p permanecem com a conotação de desvios quadráticos médios (e, portanto,
representam as larguras dos pacotes Gaussianos da seção anterior) e δq,p continuam como
resoluções de cada espaço.
Uma lição importante das seções anteriores é que a irrealidade na posição Q da
partícula para uma dada preparação ρ[∆q ,∆p] é uma função monotonamente crescente de
∆q, e se anula somente se ∆q = 0. Assim, introduzindo a notação IQ(∆q) ≡ I(Q|ρ[∆q ,∆p])
podemos afirmar que ∆′q > ∆q implica que IQ(∆′q) > IQ(∆q). A situação não é diferente

















relação que, com ξ̄ ≡ ~/2
δqδp
, implica que ∆q∆p > ξ̄. Pela monotonicidade da irrealidade
segue então que
IQ(∆q) + IP (∆p) > IQ(∆q) + IP (ξ̄/∆q), (3.85)
com a igualdade válida para o estado de mínima incerteza. Uma vez que IQ,P só se anulam
se ∆q,p = 0 e não é razoável considerar uma discretização tal que ξ̄ → 0, fica claro que
o lado direito da desigualdade implica numa quota inferior não-nula para a soma das
irrealidades, resultado que chamaremos de complementaridade de elementos de realidade
de observáveis incompatíveis. É claro que este resultado deve valer apenas para estados
puros, pois, por exemplo, se ρ = 1/d, sendo d a dimensão do espaço de Hilbert, então
todos os observáveis, incompatíveis ou não, terão realidade simultânea. Por outro lado,
para a classe de estados puros, tal resultado vale para toda discretização induzida pelas
resoluções δq,p.
Se demandarmos que ξ̄ > 1 dentro da teoria discretizada—o que corresponde a
uma exigência física natural1 de que o produto de resoluções δqδp seja capaz de resolver o
1 A proposta de que ξ̄ > 1 implica que δqδp < ~/2, o que aparentemente viola o princípio de incerteza de
Heisenberg. Porém, aqui devemos invocar a noção de Bohr sobre a classicalidade inerente ao aparatos de
medição, para os quais esperamos resoluções idealmente baixas em medições de quaisquer observáveis, sejam
elas compatíveis ou não. Diferentemente da conotação associada ao princípio de incerteza ∆q∆p > ~/2,
em que ambos ∆q e ∆p dependem do estado quântico, δq e δp são resoluções associadas a aparelhos
distintos, os quais são empregados em diferentes realizações dentro do mesmo ensemble. Logo, não devem,
a priori, obediência ao princípio de incerteza.
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quantum de ação ~/2—então teremos uma quota inferior ainda mais alta:
IQ(∆q) + IP (∆p) > IQ(∆q) + IP (1/∆q), (3.86)
desigualdade esta que define, portanto, a relação de complementaridade para a teoria
discretizada com ξ̄ > 1. Voltemos ao resultado (3.81) para o caso do pacote Gaussiano.
Esta fórmula é boa sempre que ∆q,p > 1, isto é, ∆q > 1 e ∆p = ξ̄/∆q > 1. Estas
desigualdades implicam que 1 < ∆q < ξ̄. Fica claro aqui que não podemos usar a fórmula
(3.81) para descrever ambos IQ e IP se ξ̄ < 1. Para esses casos, precisaríamos usar a
fórmula completa (3.79), que, apesar de ser uma solução matemática válida a priori, recai
no regime fisicamente inválido no qual o princípio de incerteza é violado. Por conseguinte,
continuamos nos restringindo a ξ̄ > 1, em qual caso obtemos





> ln (2πe). (3.87)
Esse mesmo resultado já é encontrado na literatura para o conceito de entropia
[32, 33, 34, 35], e pode mesmo ser obtido a partir da desigualdade (2.31) e da forma discreta
da onda plana (3.35). Diferentemente do que é feito aqui, a derivação dessas desigualdades
não se baseia numa discretização completa do espaço, mas somente na hipótese de que as
medidas de posição e momento têm precisão finita também dada por elementos do tipo
δq,p, ou seja, de que as distribuições de probabilidade associadas às medidas de momento e








Da mesma forma que no resultado obtido nesse trabalho, os resultados obtidos
para a desigualdade entrópica dependem explicitamente das resoluções δq e δp do aparato
medidor e divergem no caso em que δq,p → 0.
Como remarcado por outros autores, no caso em que ξ̄ < 1, tem-se que o lado
direito da desigualdade é negativo, resultado que se mostra desinteressante visto que
as entropias assumem somente valores não negativos. Porém, como mostrado aqui, esse
regime não é fisicamente válido e não se pode concluir nada a partir dele, sendo a quota
delimitada pela desigualdade sempre positiva. Tal conclusão é resultado da discretização
completa do espaço, não sendo possível obtê-la diretamente da consideração descrita por
(3.88).
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4 Modelo Dinâmico Efetivo de Medições de
Posição
4.1 Hamiltonianos Dependentes do Tempo
Ter a posição de uma partícula como única variável da força que age sobre ela é
uma posição compartilhada por diversos filósofos da física [36]. Acontece, no entanto, de
se postular algumas dessas forças como dependentes do tempo ou da velocidade, como é o
caso de forças dissipativas exercidas sobre uma partícula que se move em um meio viscoso.
A ideia que reside por trás dessa dependência temporal é que ela pode ser eliminada
caso o sistema de interesse seja aumentado o suficiente para que se incluam nele outros
corpos, cujas forças sobre eles atuantes dependam unicamente de suas posições. Uma vez
aumentado, seria possível reescrever a dinâmica desse sistema de forma que as forças sobre
ele não mais dependessem do tempo.
Como nem sempre é possível uma descrição completa de dado sistema, a dependência
temporal na força - ou no potencial - permite uma analise efetiva, geralmente mais simples
que considerar todos os corpos responsáveis pela dinâmica da entidade de interesse.
Evidentemente, ao se excluir esses corpos, perde-se toda e qualquer informação sobre o
ambiente como um todo e o resultado é um sistema não conservativo.
Além da perda de informação inerente à simplificação, sua introdução acarreta
alguns impasses teóricos às formulações Lagrangianas e Hamiltonianas na mecânica clássica
[37, 38]. No caso de se adicionar dissipação ao sistema por meio de uma força efetiva, a










sendo L a Lagrangiana do sistema, que é equivalente a escrever∫ tb
0
(δL+ fdδx)dt = 0. (4.2)
Essa forma não permite escrever o princípio de mínima ação por meio de uma única
Lagrangiana,
∫ tb
0 δLdt = 0, sendo este ausente em sistemas dissipativos. Existem esforços
ainda recentes de se recuperar tal princípio nessas condições [38]. Quanticamente, a
tentativa de se desenvolver um modelo efetivo tem gerado ainda mais discussões [39, 40,
41, 42, 43, 44]. Embora não seja o objetivo do trabalho discorrer sobre tais dificuldades, é
importante ressaltá-las para que fique claro que o modelo proposto pode não ser amplamente
aceito.
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Um dos primeiros esforços em se adicionar dissipação a sistemas quânticos foi
realizado por Caldirola [45] e independentemente por Kanai [46], e consistiu em, a partir






sendo m a massa da partícula, k um parâmetro do potencial e λ o parâmetro de amorte-
cimento do sistema. As primeiras críticas se deram a respeito de uma suposta violação
do princípio de incerteza pois, em tempos muito longos, a evolução promovida por (4.3)
implicaria comutação entre a posição e o momento mecânico do sistema [39, 47]. As
suspeitas de causarem essa violação são a impossibilidade em se aplicar a quantização
canônica a esse tipo de sistema [39, 46] ou ainda a não equivalência entre os momentos
mecânico e canônico [41, 43, 48].
Há ainda problemas quanto à interpretação da evolução dada por (4.3), com
afirmações de que o que de fato está sendo representado é um oscilador com massa
crescente no tempo, e não uma dissipação efetiva [43, 49], e que esses modelos não seriam
equivalentes em sua versão quântica apesar de o serem classicamente. Mesmo com todas
essas questões, esse modelo vem sendo usado frequentemente e permite resultados muitas
vezes interessantes em diversas áreas cujos fenômenos possam ser tratados de maneira
fenomenológica, como na química [50, 51], modelos de interferômetros para detecção de
ondas gravitacionais [52] e nanotecnologia [53].
Ocorre que outros modelos amplamente aceitos também não apresentam equiva-
lência entre os momentos canônico e mecânico, como o de uma partícula em um campo
eletromagnético. Trabalhos recentes mostram ainda que o Hamiltoniano (4.3) pode ser
derivado a partir do formalismo tradicional de um sistema mais reservatório [54, 55],
levantando novamente a questão sobre sua validade.
Colocados os possíveis impasses, o trabalho que segue pretende pensar uma descrição
de um processo de medição em que as inúmeras variáveis que compõem tal processo sejam
incluídas em uma dependência temporal por meio desse modelo efetivo desenvolvido por
Kanai e Caldirola.
4.2 Análise Clássica




2m(t) + V (q, t). (4.4)
Onde a função m(t) = m0f(t) é o produto da massa m0 e da função f(t), responsável por
implementar a dissipação do sistema. Pode-se imaginar, à primeira vista, tratar-se de um
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corpo de massa dependente do tempo sujeito a um potencial dependente do tempo. Essa
interpretação, no entanto, além de muitas vezes carecer de sentido físico, implica uma
energia cinética da forma m(t)v2(t)/2, que se mostrou incondizente com o modelo físico
de uma partícula cuja energia cinética é dissipada por meio da interação com o ambiente.
A interpretação adotada é, então, a de um modelo efetivo com energia cinética dada por
m0v
2/2, em que a função f(t) presente no Hamiltoniano visa implementar, de forma ad
hoc, a influencia externa capaz de drenar energia do sistema como discutido anteriormente.
É conveniente escrevermos as equações de Hamilton na forma





 , J ≡
 0 1
−1 0




Em teoria de sistemas dinâmicos, J é conhecida como matriz simplética. Ela nos permite
escrever as equações de Hamilton na forma compacta (4.5). É fácil ver que o sistema de




ṗ =− ∂qH = −∂qV (q, t). (4.7b)
Isolando p na Eq. (4.7a), tomando sua derivada temporal e utilizando a Eq. (4.7b), podemos
mostrar que m(t)q̈ + ṁ(t)q̇ + ∂qV = 0, a qual pode ser reescrita na forma
q̈ + Λ(t) q̇ + γ(t) ∂qV (q, t) = 0 (4.8)
se introduzirmos as funções Λ(t) ≡ ddt lnm(t) e γ(t) ≡ 1/m(t). Note-se que se Λ(t) > 0,
esta função fará o papel de parâmetro de amortecimento do sistema, o que ocorre quando
a partícula tem um incremento positivo em sua massa.
Para o caso particular em que V (q, t) = 12k(t)q
2, com k(t) = k0e2λt e m(t) = m0e2λt,
recupera-se a equação de movimento para o oscilador harmônico amortecido clássico:
q̈ + 2λq̇ + ω20q = 0, (4.9)
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sendo q0 e p0 as os valores iniciais de posição e momento e tendo sido introduzidas as
variáveis adimensionais







O interesse principal em estudar esse modelo é analisar o estado do sistema quando
τ →∞ e, em particular, entender se o sistema atinge o repouso, o qual é definido aqui
como (q, v)→ (q̄, 0), sendo q̄ um valor bem definido de posição. A velocidade é dada por
v(τ) = λdq(τ)/dτ = p(τ)e−2τ/m0. Dentro da abordagem efetiva, a energia da partícula
é a energia cinética K = m0v2/2 (massa independente do tempo). Pode-se obter três
diferentes regimes físicos a depender dos parâmetros do sistema, que serão trabalhados
separadamente.
Em um deles, correspondente ao caso λ < ω0, tem-se que o parâmetro ζ é imaginário
puro e as funções cosh(ζτ) e sinh(ζτ)/ζ são consequentemente cos(|ζ|τ) e sin(|ζ|τ)/|ζ|.
Nesse caso, haverá oscilação tanto da posição quanto do momento além do efeito de
amortecimento desempenhado pela exponencial. No caso da posição, o amortecimento é
responsável pelo decaimento exponencial enquanto que no momento ele é responsável por
um crescimento exponencial.
No caso em que λ > ω0, o parâmetro ζ é real e limitado entre 0 e 1, ocorrendo
ζ = 1 no limite λ→∞. Tomando λ finito, percebe-se que, além de não haver oscilações,
o amortecimento também será responsável por um decaimento exponencial na posição e
um crescimento exponencial do momento da partícula. O comportamento da posição e do
momento canônico podem ser observados nas Figuras 4a e 5a respectivamente.





















nas quais se verifica o mesmo comportamento qualitativo do caso anterior.
Tem-se ainda que a velocidade, dada por v(τ) = p(τ)
m0
e−2τ , também decairá expo-
nencialmente em todos os três casos, podendo essa conclusão ser feita a partir de sua






































, λ = ω0; (4.14c)
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e implicando que a evolução de um sistema por meio da Hamiltoniana (4.4) sempre atingirá
o repouso no limite assintótico τ → ∞ mesmo que seu momento canônico p(τ) cresça
indefinidamente. Além disso, nota-se que a energia cinética K(τ) também deve decair
exponencialmente. Já a Hamiltoniana do sistema tem comportamento como apresentado
na Figura 5b, oscilatório no caso λ > ω e exponencial nos outros dois regimes.
(a) (b)
Figura 4 – (a) Posição e (b) velocidade de uma partícula sujeita a um potencial do tipo




= 1s−1. Verifica-se da imagem que a
partícula atingirá o repouso em cada um dos regimes apresentados dado que (q0, p0)→ (0, 0)
no limite τ →∞.
(a) (b)
Figura 5 – (a) Momento canônico e (b) Hamiltoniana de uma partícula sujeita a um





Uma vez que o sistema tratado pelo modelo efetivo é apenas a partícula de massa
m0, tem-se que sua energia é dada apenas pela energia cinética desta partícula. Todos
os demais componentes da Hamiltoniana são ingredientes efetivos que fazem referência à
interação com o resto do universo, não havendo qualquer tipo de energia associada a eles.
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Classicamente é evidente a falta de conexão entre o momento canônico e a energia
(cinética) do sistema embora ele ainda seja a entidade matemática responsável pela
translação do sistema. Ao se estudar o equivalente quântico desse sistema essa questão
será novamente colocada. Não seriam a posição, velocidade e energia cinética as grandezas
mais adequadas ao se trabalhar com sistemas abertos?
4.3 Análise Quântica
Soluções para o Hamiltoniano (4.3) já são amplamente conhecidas na literatura,
com diferentes métodos de obtenção como o da Ref. [56] (LR) [37, 42, 57, 58], integral de
caminho [59, 60, 61] ou atuação do operador de evolução unitária [62, 63, 64]. Durante o
desenvolvimento do trabalho foram usados o método LR, que se mostrou insatisfatório
para atender aos objetivos desejados, e o operador de evolução, que foi o método utilizado
na sequência.
O primeiro destes métodos se baseia em encontrar as soluções para a equação de
Schrödinger a partir da combinação linear de autoestados de um invariante I, cuja forma
é dada por [57, 65]
I = 12
(ρP −mρ̇Q)2 + (Q
ρ
)2 , (4.15)

























































O método se mostrou inviável pela dificuldade em se obter as soluções desejadas –
Gaussianas deslocadas da origem do referencial – a partir da combinação linear de funções
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do tipo (4.19), sendo possível somente trabalhar a partir dessas próprias funções ou de
superposições destas. Essas funções, no entanto, não apresentam a dinâmica com a qual se
desejava trabalhar (dinâmica que será desenvolvida logo em seguida), o que motivou a
mudança do método de solução.
O segundo método, a partir do qual o trabalho foi realizado, consiste na atuação do
operador de evolução U , dado em (2.2). Encontrar tal operador não é trivial, visto que o
Hamiltoniano (4.3) não comuta em tempos distintos, o que torna o cômputo da exponencial






no qual os operadores Jk formam uma álgebra de Lie fechada de dimensão m, o operador











exp (ck(t)Jk) ; (4.23)












4 ~(PQ+QP ), (4.24c)






Como o conjunto formado pelos operadores (4.24a-4.24c) forma uma álgebra de Lie fechada,
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m(t)u = 0, (4.27)
que, por conta das condições impostas aos parâmetros c+, c− e c0, deve satisfazer u(0) 6= 0
e u′(0) = 0.
A função de onda de um estado evoluído será dada por
Ψ(q, t) = 〈q| exp[ιc+(t)J+] exp[c0(t)J0] exp[ιc−(t)J−]|ψ0〉, (4.28)
sendo |ψ0〉 o estado inicial do sistema. O termo em J+, por ser uma função do operador
Q, atua diretamente no autoestado de posição:






〈q| exp[c0(t)J0] exp[c−(t)J−]|ψ0〉. (4.29)












o operador exp[c0(t)J0] atua no estado de forma a gerar





























2! 4~2 + · · ·
)
|φ〉. (4.32)





n! 〈q|PQP · · ·QP |φ〉. (4.33)
Inserindo n− 1 identidades de autoestados de posição:
an q

















dq′δ(q − q′)q′ ∂q′
∫
dq′′ (4.34)(






in n! (q ∂q)(q ∂q) · · · (q ∂q)〈q|φ〉 =
(~ a)n
in n! (q ∂q)
n〈q|φ〉,









1 + c0(t)2 q ∂q +
c0(t)2
8 (q ∂q)









Tem-se ainda que exp[a x ∂x]f(x) = f(eax). De fato:

































φ(q, t) = φ(ec0/2q, t). (4.36)
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−(q − q0 + c− p0)
2










sendo tan(2θ) = −2 ~ c−(t)∆2q .
Então,





























cuja forma final fica









∆2q,0 − 2ι~ c−




















√√√√1 + 4~2c2−∆4q,0 . (4.46)
E a densidade de probabilidade resulta em







2 (q0 − c−p0)
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. (4.47)























































+ e−c0(q0 − c−p0)2;




Ψ(q, t) ∂q Ψ∗(q, t)dq = e−
c0
2 [(ec0 − c+ c−) p0 + c+q0] ; (4.50)
〈P 2〉 = −~2
∫ ∞
−∞





2 (ec0 − c+c−)2
∆2q,0
+ e−c0 [(ec0 − c+ c−) p0 − c+q0]2 ,
e as incertezas em Q e P e o produto destas grandezas são
∆Q(t) =
√
〈Q2〉 − 〈Q〉2 = ∆q(t), (4.52)
∆P (t) =
√


































A seguir serão tratados alguns casos analíticos de interesse: (i) Partícula Livre; (ii)
Oscilador Harmônico; (iii) Partícula Amortecida e (iv) Oscilador Harmônico Amortecido
(KC). Os objetivos foram verificar a validade do método partindo de soluções mais simples
e obter as soluções a serem trabalhadas posteriormente.
(i) Partícula livre: m = m0, k = 0
Nesse primeiro caso, a equação (4.27) e as condições iniciais do coeficiente u são
ü = 0, (4.55a)
u(0) = 1, (4.55b)
u′(0) = 0; (4.55c)
que implicam
u(t) = 1. (4.56)
Os coeficientes do operador de evolução tomam então a forma
c+(t) =m(t)
u̇(t)
u(t) = 0, (4.57a)











u(0)2 = 0. (4.57c)










q − q0 − p0m t
)2
∆2q,0 + 2ι~m t





























em concordância com o esperado para o caso [17, 30].






















também de acordo com o esperado.
(ii) Oscilador Harmônico: m = m0, k = k0
Nesse caso tem-se a seguinte equação diferencial, sujeita às mesmas condições
anteriores, para o parâmetro u:
ü+ ω2u = 0, (4.62a)
u(0) = 1, (4.62b)
u′(0) = 0. (4.62c)
Tem-se por solução
u(t) = cos(ωt). (4.63)
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E é possível então escrever
c+(t) = m(t)
u̇(t)









c0(t) = − ln
u(t)2
u(0)2 = −2 ln [cos(ωt)] . (4.64c)










q − q0 cos(ωt)− p0mω sin(ωt)
)2
∆2q,0 cos(ωt) + 2ι~ωm sin(ωt)






























√√√√∆2q,0 cos(ωt)2 + 4~2m2ω2∆2q,0 sin(ωt)2. (4.67)
Para as incertezas e médias, encontra-se:



































também de acordo com o conhecido da literatura [17, 30].
(iii) Partícula amortecida: m = m0eλt, k = 0
Para a partícula amortecida, a equação (4.27) e as condições iniciais do coeficiente
u são
ü+ λu̇ = 0, (4.69a)
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u(0) = 1, (4.69b)
u′(0) = 0; (4.69c)
implicando novamente
u(t) = 1. (4.70)
Os coeficientes do operador de evolução são, por sua vez,
c+(t) = m(t)
u̇(t)









c0(t) = − ln
u(t)2
u(0)2 = 0; (4.71c)
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(1− e−τ )2. (4.74)



















√√√√1 + 4~2(e−λt − 1)2
λ2m20∆4q
. (4.75e)
A dinâmica do centro do pacote e de seu desvio quadrático podem ser observadas,
respectivamente, nas Figuras 6a e 6b. Pode-se verificar que, como no caso anterior, a
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partícula se propaga com momento constante p0 e tem incerteza ∆Q crescente durante a
propagação e ∆P constante. Ocorre, no entanto, que sua posição converge para q0 − 1λm0p0





. O produto das incertezas ∆Q∆P se mantém constante.
(a) (b)
Figura 6 – (a) Valor médio e (b) desvio padrão do operador Q para um pacote Gaussiano
sujeito a um Hamiltoniano do tipo Particula Amortecida com p0
q0λm0
= 1 e ~
λm0∆2q,0
= 1.
A partir desse modelo bastante simples já é possível trabalhar algumas das questões
levantadas pelo trabalho, como a relativa ao repouso em sistemas quânticos. É interessante
definir o operador velocidade a partir da formulação de Heisenberg como:





































Observa-se aqui que a dissipação consegue reproduzir um efeito similar ao repouso en-
contrado classicamente, visto que os valores esperados da posição e da velocidade, como
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definida, convergem para um valor definido e para zero, respectivamente. A partir da Eq.
4.75c não é possível declarar a localização dessa partícula, pelo contrário, ela se deslocaliza
até atingir um limite superior. Dada a relação entre a irrealidade e a deslocalização do
pacote Gaussiano dada por (3.81), pode-se afirmar que essa partícula se torna menos real
com a atuação do Hamiltoniano, não podendo assim reproduzir um processo de medição.
O valor esperado do momento canônico não encontra aqui correspondência direta
com nenhuma grandeza física, bem como o Hamiltoniano do sistema. Como argumentado
no caso clássico, isso talvez indique que essas não sejam as grandezas mais adequadas ao
se trabalhar com um modelo efetivo, mas sim a posição e a velocidade.
(iv) Oscilador Harmônico Amortecido: m = m0e2λt, k = k0e2λt
A equação diferencial do parâmetro u se escreve, nesse caso,
ü+ 2λu̇+ k0
m0
u = ü+ 2λu̇+ ω20u = 0, (4.80)


















Trata-se da mesma função obtida para a trajetória clássica dada pela Eq. (4.10a), ou seja,
a solução quântica é escrita em termos da solução clássica. Pode-se ir além e identificar
a equação que descreve o parâmetro u(t), Eq. (4.27), com a equação de movimento da
posição dada pela Eq. (4.8), implicando que, em todos os sistemas evoluídos pelo operador
de evolução (4.23), tem-se a solução quântica em termos da trajetória clássica. Aplicando-se























ζ coth(ζτ) + 1 , (4.83b)
c0(t) =− ln
u(t)2
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(a) (b)
Figura 7 – Valor médio dos operadores (a) Q e (b) P para um pacote Gaussiano sujeito a
um Hamiltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime superamortecido,
com λ/ω = 1.1. As outras constantes envolvidas foram tomadas como unitárias.
(a) (b)
(c)
Figura 8 – Desvio médio dos operadores (a) Q e (b) P para um pacote Gaussiano sujeito
a um Hamiltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime superamortecido,
com λ/ω = 1.1, e (c) o produto dessas incertezas. As outras constantes envolvidas foram
tomadas como unitárias.
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(a) (b)
Figura 9 – Valor médio dos operadores (a) Q e (b) P para um pacote Gaussiano sujeito
a um Hamiltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime subamortecido,
com λ/ω = 0.1. As outras constantes envolvidas foram tomadas como unitárias.
(a) (b)
(c)
Figura 10 – Desvio médio dos operadores (a) Q e (b) P para um pacote Gaussiano sujeito
a um Hamiltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime subamortecido,
com λ/ω = 0.1 e (c) o produto dessas incertezas. As outras constantes envolvidas foram
tomadas como unitárias.
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Como no caso clássico, existem também no quântico três regimes de evolução do
sistema: subamortecido, λ < ω; superamortecido, λ > ω; e o criticamente amortecido,
λ = ω. As médias de posição e momento. O caso criticamente amortecido se comporta de
forma bastante similar ao superamortecido, motivo pelo qual sua análise não será feita de
forma detalhada.
A dinâmica do centro do pacote é similar a da trajetória clássica, havendo oscilação
quando o amortecimento é inferior ao amortecimento crítico, com decaimento exponencial,
e decaindo exponencialmente sem oscilações quando superamortecido, dinâmicas que
podem ser verificadas nas Figuras 7b e 9a, respectivamente. De forma equivalente para
o momento médio, o sistema apresentará oscilação quando subamortecido, com cresci-
mento exponencial, e crescimento exponencial sem oscilações quando superamortecido,
comportamento apresentado nas Figuras 7a e 9b.
Observa-se que não ocorre violação ao princípio de incerteza como acusam certos
autores [39, 47]. O produto das incertezas cresce exponencialmente no regime superamor-
tecido como mostrado na Figura 8c, tendo seu valor mínimo em t = 0 e sendo este maior
que ~2 . No regime subamortecido, como mostrado na Figura 10c, esse produto oscila no
tempo, sempre acima da quota imposta pelo princípio.
Percebe-se ainda que a dissipação efetiva proposta por Kanai e Caldirola tem o
efeito de localizar a partícula sujeita a essa evolução, como ocorre nos processos de medida
de posição (Figuras 8a e 10a). A fim de compensar essa localização, a incerteza no momento
canônico diverge exponencialmente em ambos os casos (Figuras 8b e 10b).
A irrealidade da posição de um estado Gaussiano sujeito a esse Hamiltoniano
pode ser dada substituindo-se (4.52) com os coeficientes (4.83) na expressão (3.81). Como
esperado, uma vez que o estado se localiza com o tempo e a irrealidade é uma função
convexa do desvio quadrático, vê-se que o estado se torna cada vez mais real. Essa
realidade na posição é acompanhada por um aumento de irrealidade do momento canônico
da partícula. Esses efeitos podem ser observados nas Figuras 8a, 8b, 10a e 10b.
Partindo da definição de velocidade dada em (4.77), tem-se que esse operador

























Também como no caso clássico, a média da velocidade da partícula vai a zero em
qualquer dos regimes, como pode ser observado para o caso λ < ω na Figura 11a e para o
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caso λ > ω na Figura 11b, bem como o desvio quadratico médio, cujo comportamento
pode ser observado na Figura 12a no caso λ < ω e na Figura 12b no caso λ > ω. Esse
resultado condiz com o processo de medições sucessivas de posição uma vez que, ao se
concretizar uma medição de posição, espera-se que o resultado obtido se mantenha o
mesmo em cada uma delas, não podendo assim variar temporalmente. Caso houvesse essa
variação temporal, seria natural imaginar que esse resultado variaria entre os instantes
distintos de cada medição, fato que não se observa na mecânica quântica.
(a) (b)
Figura 11 – Valor médio do operador VH para um pacote Gaussiano sujeito a um Ha-
miltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime subamortecido com (a)
λ/ω = 0.1 (b) λ/ω = 1.1. As outras constantes envolvidas foram tomadas como unitárias.
(a) (b)
Figura 12 – Desvio médio do operador VH para um pacote Gaussiano sujeito a um
Hamiltoniano do tipo Oscilador Harmônico Amortecido no regime subamortecido com (a)
λ/ω = 0.1 (b) λ/ω = 1.1. As outras constantes envolvidas foram tomadas como unitárias.
Supondo-se que a irrealidade da velocidade, como no caso da posição e momento,
seja uma função do tipo (3.81) pode-se chegar a mesma conclusão que a obtida para a
irrealidade da posição, ambas se tornam menos irreais pelo efeito da dissipação no decorrer
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do tempo. A velocidade não somente se torna real mas também tende a se anular no limite
assintótico. Esse resultado se enquadra na definição de repouso feita anteriormente no
caso clássico, (q, v)→ (0, 0), sendo que agora tem-se(
〈Q〉, 〈V 〉,∆Q,∆V , I(Q|ρ), I(VH |ρ)
)
→ (0, 0, 0, 0, 0, 0). (4.86)
Pode-se concluir que a evolução promovida pelo Hamiltoniano KC reproduz a
emergência da realidade da posição promovida pelo processo de medição desse observável.
Além disso, reproduz o que poderia ser entendido como um equivalente quântico da noção
de repouso clássico uma vez que a posição não varia com o tempo entre medidas sucessivas.
Apesar de a velocidade e, consequentemente, o momento mecânico da partícula irem a zero
no limite τ → 0, não se observa em nenhum dos casos violação ao princípio de incerteza,
mantendo-se a grandeza 2∆Q∆P/~ sempre superior à unidade.
Embora bem sucedidos frente aos aspectos considerados até o presente momento, o
modelo apresenta limitações importantes. A principal questão verificada foi a incapacidade
desse modelo em simular o caráter estatístico da medição, pois a posição final da partícula
será sempre a origem – ou no centro do potencial, no caso mais geral. Com o intuito de
melhorar o modelo, consideramos a seguir o acoplamento entre dois sistemas quânticos
sujeitos a um potencial relativo 12k(t)(Q2 −Q1)
2, sendo Q1,2 o operador posição no espaço
H1,2. A ideia é investigar um modelo que, como no caso de von Neumann, trate de forma
quântica não somente a partícula (sistema 2) mas também o aparato medidor (sistema 1)
e cuja dinâmica promova a interação desses dois sistemas.
4.4 Massas Acopladas
No caso de dois subsistemas de massas m1(t) e m2(t) sujeitas a um potencial
relativo k(t)2 (Q2 −Q1)











onde as dependências temporais estão mais uma vez presentes como um tratamento efetivo
da interação entre a partícula, o aparato de medição e o ambiente, sendo este último
qualquer grau de liberdade sobre o qual não se tem controle.
Como ocorre com o caso clássico, é preferível tratar esse sistema a partir de seu





Q = Q2 −Q1, (4.88b)
Pc = P1 + P2, (4.88c)
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P = m1(t)P2 −m2(t)P1
m1(t) +m2(t)
; (4.88d)
onde os índices c correspondem às coordenadas do centro de massa e as variáveis sem









2 = Hc +Hr, (4.89)
sendo M(t) = m1(t) +m2(t) a massa total e m(t) = m1(t)m2(t)/M(t) a massa reduzida.
Nota-se que, para o centro de massa, tem-se um Hamiltoniano de uma partícula livre
dependente do tempo, enquanto que para a coordenada relativa o de um oscilador harmônico
também dependente do tempo. A partir disso, pode-se escrever o operador de evolução
nessas coordenadas como
































c0(t) =− ln u(t)2. (4.92d)
O parâmetro u deve satizfazer a equação (4.27), com m(t) sendo a massa reduzida do
sistema.
Tomando-se o estado inicial como o produto tensorial de estados gaussianos nos
espaços H1 e H2, sua função de onda do estado evoluído será dada pela relação
Ψ(qc, q, t) = 〈qc, q|Uc ⊗ Ur|ψ0〉, (4.93)
e é escrita nas coordenadas originais (q1, q2, p1, p2) como
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na qual o momento inicial do centro de massa foi tomado como nulo, pc,0 = 0.
A fim de obtermos soluções analíticas, as funções do tempo foram tomadas na
forma
m1(t) = m01eλt, (4.95a)
m1(t) = m02eλt, (4.95b)
k(t) = k0eλt; (4.95c)
que fornecem m = m0eλt e M(t) = M0eλt. Nesse caso, os coeficientes do operador de
evolução serão equivalentes aos casos estudados de uma partícula amortecida para o centro
de massa e de um oscilador harmônico amortecido para as coordenadas relativas.
As mesmas conclusões obtidas nos casos citados aplicam-se às coordenadas relativas
e de centro de massa. Haverá, então, aumento de realidade da coordenada relativa de
posição enquanto que a de centro de massa se manterá constante no limite assintótico
do tempo para as coordenadas do centro de massa. Além disso, ambas as coordenadas
tendem a uma situação de repouso em que a média e incerteza do operador velocidade se
anulam e a posição tende a um valor definido.
Esse modelo possui ainda um elemento a mais, podendo reproduzir o caráter
estatístico da medição. Isso se dá pelo fato de que a posição do centro de massa permanece
indefinida para qualquer tempo dado que o desvio quadrático permanece constante. Assim,
por mais que a posição relativa esteja definida, ainda é preciso um processo final que
defina também a posição do centro de massa. Como no modelo de von Neumann, o modelo
desenvolvido aqui não é suficiente para descrever tal processo, indicando somente que os
subsistemas vão interagir e se emaranhar de forma que se pode conhecer o estado de um
deles desde que se saiba o do outro.
A fim de se verificar o processo de emaranhamento emergente entre os sistemas no
referencial do laboratório, calcula-se para o estado (4.94) a entropia de emaranhamento
E(ρ) = SL(ρA) = 1−P (ρA), sendo SL a entropia linear definida em (2.26) e P (ρ) a pureza
do estado. A pureza para o estado reduzido ρA, P (ρA) = Tr ρ2A, é calculada a partir da




d4~qΨ(q1, q2, t)Ψ∗(q3, q2, t)Ψ(q3, q4, t)Ψ∗(q1, q4, t). (4.96)
Para o estado (4.94), essa grandeza pode ser escrita como













































Não é simples obter conclusões diretas das formas analíticas encontradas para a
pureza e, consequentemente, para o emaranhamento visto que as expressões são bastante
complicadas além de muito extensas. Sua representação gráfica pode ser vista na Figura 13
e nos permite concluir que, de fato, o sistema se emaranha no decorrer do tempo.
Figura 13 – Emaranhamento de duas partículas sujeitas a um potencial relativo do tipo
oscilador harmônico amortecido com λ/ω = 0.7 e outros parâmetros tomados como
unitários.
Esse resultado correlaciona-se com a emergência de realidade na coordenada relativa
da posição. Observa-se que essa grandeza cresce com o tempo pois, como argumentado
anteriormente, a irrealidade da posição é uma função monotonicamente crescente do




, e o desvio da coordenada relativa
se comporta como nas Figuras 10a e 8a, decaindo com o tempo. Conclui-se disso que a
irrealidade da coordenada relativa decresce com o tempo, atingindo o valor mínimo quando
∆r = 1.
A física do processo pode ser entendida da seguinte forma: o estabelecimento da rea-
lidade da posição relativa é mimetizada, no referencial do laboratório, pelo estabelecimento
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do emaranhamento (correlações quânticas). Se a posição do sistema 1 se correlaciona com
a do sistema 2 por meio de emaranhamento, então para o sistema 2 a posição do sistema 1
está bem definida uma vez que a coordenada relativa dos sistemas se torna mais real.
O mesmo não ocorre com a coordenada de centro de massa, uma vez que tem
desvio quadrático como dado pela Figura 6b. Isso implementa no modelo efetivo o caráter
estatístico do processo de medição, característica não presente no modelo anterior. A
posição da partícula estará definida após definir-se também a posição do centro de massa,
o que ocorre de forma aleatória dado que sua distribuição de probabilidade não se localiza
no tempo.
Como forma de exemplificação, pode-se tomar o estado cuja densidade de probabi-
lidade está representada na Figura 14. No referencial do laboratório, o estado pode ser
descrito como
|ψ〉L ∝ |q1〉i|q1 + δ〉j + |q2〉i|q2 + δ〉j, (4.100)
que, a princípio, não fornece qualquer indício de que exista algum elemento de realidade
associado a algum observável. No entanto, quando as Gaussianas são suficientemente
localizadas, o estado pode ser reescrito nas coordenadas relativa e de centro de massa
como [67, 68, 69]
|ψ〉 ∝
(





sendo as posições relativas e de centro de massa calculadas com as fórmulas usuais,
qc = (q1 + q2)/2 e qr = q2 − q1.
Figura 14 – Densidade de probabilidade de um estado bipartido composto pela superposição
de dois estados Gaussianos em cada um dos subsistemas, onde a parte tracejada corresponde
à coordenada de índice j e a parte de linha cheia à coordenada de índice i.
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Em regimes de tempo suficientemente longos, a coordenada relativa terá irrealidade
suficientemente pequena para que seja desprezada, indicando que o estado (4.101) terá um
elemento de realidade associado à posição relativa. Esse elemento de realidade é mimetizado
nas coordenadas do laboratório pelo crescimento do emaranhamento entre as partículas.
Esse modelo de massas acopladas consegue então reproduzir os efeitos de realidade
e repouso mantendo o caráter estatístico da medição. Como no caso de von Neumann,
tem-se aqui um modelo no qual dois sistemas interagentes se correlacionam quanticamente
por meio de emaranhamento, implicando que, ao se saber a posição de um dos sistemas,
a posição do outro se define instantaneamente. No modelo proposto, isso é resultado da
realidade emergente da coordenada relativa entre os sistemas. Da mesma forma que a
pré-medida, seria necessário adicionar um processo como o colapso que definisse o valor
final da coordenada do centro de massa para concluir o processo de medição com saída
única na posição do sistema medido.
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5 Conclusão
O advento da teoria Quântica impôs, dentre diversas outras coisas, a necessidade de
uma reformulação do que se entende por medição. A partir de então, houve a necessidade
de se descrever este processo tal como ele é: um processo dinâmico de interação entre
diferentes entidades físicas. Entendê-lo é um passo fundamental na compreensão da teoria
e da realidade que se tenta traduzir por meio dela. Seu entendimento, no entanto, ainda
apresenta deficiências apesar de as discussões sobre o tema datarem de quase um século
e as descrições que se tem até então não são suficientes para se descrever o processo em
todos os seus aspectos.
O trabalho realizado teve por objetivo pensar em ummodelo efetivo que reproduzisse
alguns dos efeitos observados nesse processo: a emergência dinâmica (não instantânea) de
realidade e repouso bem como seu caráter estatístico. O principal interesse foi obter uma
formulação matematicamente simples e cuja evolução fosse descrita por meio da equação
de Schrödinger e de um dado Hamiltoniano. Isso foi realizado considerando-se um modelo
efetivo de dissipação quântica proposto por Kanai e Caldirola, para o qual foram derivadas
as devidas soluções em diferentes casos.
Foi necessário pensar em um processo de discretização dos espaços de posição e
momento a fim de se tratar de suas respectivas realidades. Isso se deu pela dificuldade
imposta pelo formalismo contínuo em definir projetores para os operadores Q e P e
entropias. Essa necessidade também carrega um aspecto físico, o de que a informação
necessária para descrever totalmente uma grandeza contínua é infinita. Caso se deseje
descrever, quântica ou classicamente, com precisão absoluta a posição de uma partícula ou
sistema físico, são necessárias infinitas casas decimais, algo matematicamente viável mas
fisicamente impossível. Experimentalmente isso se manifesta no fato de toda informação
dada por determinada medição ser limitada pela resolução máxima do aparato medidor.
Pode-se pensar, então, que esse formalismo traduz a imprecisão irredutível de todo processo
de medição.
Teve-se a preocupação em verificar a capacidade desse formalismo discreto em
reproduzir os fenômenos físicos descritos pelo formalismo contínuo e o regime no qual
essa aproximação é válida. A principal limitação encontrada foi a violação no princípio
de incerteza para casos em que o desvio médio da posição do estado fosse menor que a
resolução do espaço (δq). Outra conclusão foi a de que os espaços de momento e posição
têm uma interdependência em suas discretizações, não podendo um ser discreto e o outro
contínuo e sendo a convergência para o contínuo de cada um dos espaços condicionada ao
caso em que ambas as resoluções vão a zero.
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Por se tratarem de espaços dimensionais, foi necessário verificar se ocorria algum
tipo de mudança na definição do mapa Φ, da entropia e da irrealidade. As devidas alterações
foram feitas e as propriedades verificadas. Essa adaptação para variáveis contínuas do
formalismo de Bilobran e Angelo, que não acomodava a descrição do quantificador de
irrealidade para momento e posição, é uma das contribuições originais do presente trabalho.
Seguiu-se então no estudo de alguns casos, sendo o principal interesse os estados Gaussianos,
para os quais foi possível derivar uma aproximação analítica da irrealidade da posição e do
momento. Outro ponto desenvolvido foi a complementaridade de elementos de realidade
de observáveis incompatíveis, resultado que fornece um limite inferior para a soma das
irrealidades de posição e momento, indicando que ambos não podem ser simultaneamente
reais. Resultados matematicamente equivalentes são encontrados na literatura, mas a
discretização completa dos espaços permitiu concluir que essa quota inferior é sempre
positiva, o que não pôde ser verificado em trabalhos desenvolvidos por outros autores.
Uma vez desenvolvido o quantificador de irrealidade, procedemos ao estudo de
interesse, qual seja aplicar o modelo de KC para a descrição efetiva da medição. Apesar de
bastante utilizado em diversas áreas, o modelo escolhido apresenta grande resistência em ser
considerado uma descrição real de algum processo quântico, motivo pelo qual foi necessário
uma longa análise durante a realização do trabalho para que fosse finalmente eleito. Foi
necessário verificar que não ocorre violação entre a posição e o momento canônico, um dos
principais motivos pelo qual não há grande aceitação do modelo. Além disso, foi mostrado
que na mecânica clássica ocorre de o momento canônico, assim como a Hamiltoniana do
sistema, não terem correspondência com grandezas físicas comuns, como velocidade e
energia cinética. No caso de sistemas dissipativos, posição e velocidade se mostraram as
grandezas que traduzem de fato a física do problema. Em particular, verificamos que o
modelo se mostra adequado desde que se faça a devida interpretação da noção de sistema
e da energia transportada pelo mesmo. No contexto investigado, a energia cinética emergiu
como quantidade física adequada, se definida em termos da velocidade em vez do momento
canônico.
Na análise quântica foram tratados diferentes casos, inicialmente com o propósito
de se validar a evolução promovida pelo Hamiltoniano comparando-a com casos simples
conhecidos na literatura e posteriormente os casos de estudo do trabalho. Já no caso de
uma partícula amortecida pôde-se descrever de forma razoável a dinâmica do sistema
em direção ao repouso quântico, apesar de esse modelo não reproduzir vários aspectos
desejados. A definição do que seria o repouso dentro do contexto da Mecânica Quântica é
feita num primeiro momento por meio de um paralelo clássico, mas é melhor desenvolvido
ao se abordar diretamente a questão de medições sucessivas de posição. Ao se medir
sucessivamente a posição de determinada partícula, espera-se que não ocorra variação da
saída da medição visto que o sistema final seria um autoestado desse observável, o que
pode ser entendido como uma forma de repouso. A evolução de uma partícula amortecida,
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por não promover localização do estado, não consegue reproduzir esse segundo aspecto do
repouso quântico.
O caso de um oscilador harmônico amortecido se mostrou bastante interessante
na tentativa de se descrever uma medição. Verificou-se que a partícula sujeita a esse
Hamiltoniano satisfaz os dois aspectos do repouso além de promover a realidade da
posição da partícula. Tanto a posição quanto a velocidade – a última definida a partir
da formulação de Heisenberg – se tornam reais e tendem a valores médios bem definidos,
isto é (〈Q〉, 〈VH〉,∆Q,∆VH )→ (0, 0, 0, 0). Já o momento canônico e o Hamiltoniano não
apresentam representação física, exatamente como no caso clássico. Foi também verificado
que não ocorre violação do princípio de incerteza em qualquer dos regimes possíveis do
sistema. A deficiência desse modelo está em sua insensibilidade ao caráter estatístico que
se tem em medições quânticas, sendo que o valor final da posição é sempre o mesmo
quaisquer que sejam a posição ou momento iniciais do pacote Gaussiano.
O último modelo tratado foi o de duas partículas submetidas a um Hamiltoniano
dependente do tempo e de potencial relativo, cujo tratamento se deu tanto em coordenadas
originais (do laboratório) quanto em relativa e de centro de massa. Nesse caso, como no
precedente, verifica-se a emergência do repouso da coordenada relativa da posição. Foi
possível também manter o caráter estatístico da medição, pois o valor final desta depende
da definição da coordenada do centro de massa, que se daria por meio do colapso. Verificou-
se também a simultaneidade entre o surgimento de emaranhamento entre as corpos e
de realidade da posição relativa. Esse resultado aponta para um aspecto interessante: o
estabelecimento da realidade da posição da partícula em relação ao aparato é descrito, no
referencial do laboratório, em termos de correlações quânticas (emaranhamento, neste caso
particular). Esta observação indica uma possível interpretação para estados emaranhados.
A evolução histórica da descrição do processo de medição se iniciou com a conside-
ração de que o caráter quântico se restringia à partícula a ser medida (interpretação de
Copenhague). Na sequência, Von Neumann propôs uma descrição que considerasse também
o caráter quântico do aparato, concebendo a medição como um processo dinâmico entre
este e a partícula a ser medida. Os modelos aqui trabalhados seguiram um paralelo com
essa evolução histórica, partindo de um modelo de uma única partícula, que se mostrou
insatisfatório ao descrever diversos aspectos do processo, e seguindo para um modelo que
descrevesse a interação de dois corpos, similar à proposta de von Neumann e se mostrando
mais adequado em seu objetivo. Baseando-se nessa evolução, uma das possibilidades futuras
seria a consideração de um sistema aberto, como ocorre no contexto da descoerência. Nesse
caso, o objetivo seria descrever a medição a partir de um Hamiltoniano independente do
tempo que englobe sistema, aparato e ambiente. Outra questão que se mostra interessante
é o entendimento de aspectos de irreversibilidade no processo da medição.
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